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Multivariate Verteilungen

 Notation: Daten
Daten (n Beobachtungen, p Variablen) haben folgende Matrix

Darstellung:
X = Xi Xg ... X,]
i X11 X12 ce le |
X21 X22 ce e X2p
Xt Xp2 oo Xy

dnxp

X;; ist das Element in der :—ten Zeile und j—ten Spalte,
d. h. 7. Fall und 5. Variable.
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Wiederholung: Statistiken

Das Stichproben Mittel ist definiert als

_ ] — |
XngZXij, jZl,...,p.
1=1

Die Stichproben Varianz ist definiert als

1 « . |
S?:Sjj:EZ(Xij_Xj)Qa ]:1,...,]9.
1=1
Die Stichproben Covarianz ist definiert als
1 . . . |

Die Stichproben Korrelation ist definiert als r;;, = ssjskk Die Korre-

lation zwischen zwei Vektoren ist gleich dem Cosinus des Winkels
zwischen den beiden zentrierten Vectoren, X; — X;, X, — Xj.
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... In Matrix Form:

X1
X=1 :
- Xp
| S11 S19 S1p )
So21 S22 Sop
S, =
 Sp1 Sp2 Spp _
1 Mo Mp |
o1 1 Fop
R = _
CTpr Tp2 1 _
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Geometrische Interpretation

e Die Projektion der Spalten X; der Datenmatrix X auf den
Einsvektor 1 := (1,...,1), ist der Vektor z;1. Dieser Vek-

tor hat Lange /n|z;|.

e Die Information aus S,, erhalt man aus den Devianz Vek-
torend;, .= z;, — ;1 = [%1@' — Xjyeee s Tyi — fi]’.
Das Quadrat der Lange von d; ist ns;;, und das innere Pro-
dukt von d; und d; ist gleich ns;;

e Die Stichproben Korrelation r;; ist der Cosinus des Winkels
v, zwischen d; und dg, da

n

d;dk B Z(Igz — fz)(fﬂgk — Tp) = HdJH ' HdkHCOS(ﬁjk)

1=1
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Geometrische Interpretation: Beispiel

4 1
e Gegeben seinendie Daten X=| —1 3
— 3 5 —
e Mit z = (2,3) folgt
4 ] [ 2] 2 2
d1 =X;1—211 = —1 [—1] 2 — —3 d2 — 0
3 | | 2 1 2
- 5 -
e Somitfolgt: did; =2 —3 1]| =3 | =14 = 354
1

dl2d2 =8 = 3822 dlldg — d/le :-—2 :-3812
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Eigenschaften von p-dim Statistiken

Ein Zufallsvektor ist ein Vektor dessen Elemente Zufallsvariablen

(ZV) sind.

Seien X =

Dann gilt fur E(X) =

und Y =

Zufallsvektoren.

CEX+Y) = E(X) + E(Y).

E(AX) = AE(X), wobei A eine p x p Matrix von Konstanten ist.
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Var(X1)  Cov(X1,Xs) ... Cov(X1,X,) |
Cov(X1, Xo) Var(Xs) ... Cov(Xq, X))
FUr Var(X) = | _ |
- Cov(X1,X,) Cov(X2,X,) ... Var(X,) |
_Ml_ 011 012 ... O-lp-
: 2 012 022 ... 0O2p
SeiEX)=pu=1| . |undVar(X)=>X=
L Hp | 91p O2p -+ Opp |
Dann gilt

Y =FE[(X—p)(X—pn)]
und fur die Linearkombination Z = CX

gz = E(Z) = E(CX) =Cuy und Yz = Cov(Z) = Cov(CX) = CXxC’
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Projektionen

Eine linear Kombination a der Daten X wird geschrieben als

Xa = [CL1X11 + aoXop + ...+ apol
alxnl + a2x2n + ... apxpn]nxl

Eine 1-D Projektion von Daten auf einen Vektor o, «; ist:

X1a = [041X11 -+ 042X12 + ...+ oszlp
alxnl + CV2X2n + ...t apxnp]nxl

wobei ||a|| = \/og +...+a2=1gilt
Eine 2-D Projektion kann erzeugt werden durch die Erweiterung

von o auf 4,2 = |1 as] mit orthonormalen Spalten, o as = 0.
Analog gilt die Erweiterung auf d-D Projektionen.
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Geometrische Interpretation

A 2-dim. Daten X

1-dim. Projektion X «




Multivariate Statistische Verfahren — SS2004 70

Martin Theus — Lehrstuhl fur Rechnerorientierte Statistik und Datenanalyse

Sei X = (Xl )& ...Xp)/ und Y = (Y1 Y5 ...Yp)/ dann ist die
Euclidische Distanz (“direkte Verbindung”) definiert als

Distanzmalfe

AX,Y) = /(X = Y1)2 4+ (X, — Y,)?

Als statistische Distanz (oder Mahalanobis Distanz) definiert man

AX,Y) = /(X = YyS (X Y)

Prinzipiell kann jedes Distanz Mal3 benutzt werden so lange es
(1) d(X,Y) = d(Y, X),

(2) d(X,Y) > 0,if XY,

(3)d(X,Y)=0,if X=Y,

(4) d(X,Y) < d(X,Z) +d(Z,Y), fur jeden Zwischenpunkt Z.
erfullt

N— e N N
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Eigenwertzerlegung

Die Skalare, Ay, ..., \,, welche
A— )\, =0

erflllen, werden die Eigenwerte von A genannt. Die von O ver-
schiedenen Vektoren x die

AX = \X
erflllen, werden Eigenvektoren von A genannt.

Jede quadratische, symmetrische Matrix (z.B. S,,, R) kann
zerlegt werden in Eigenwerte und Eigenvektoren und dadurch
beschrieben werden.
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Geometrische Interpretation

Eigenvektoren
Varianz- Covarianz Interpretation: Daten Interpretation:

Ellipse reprasentiert
Varianz- Covarianz Matrix

1. Eigenvektor: Richtung der Hauptachse - b o
: T Eigenvektor 1 e
- 1. Eigenwert: Lange der Hauptachse ° o o
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Multivariate Normalverteilung
e Univariater Fall

Klassische “Glockenkurve”

Dichte: ,
1 L fx—pu
1) = iy (L))

wo 1 den Mittelwert und o die Standardabweichung bezeichnen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Werte im Intervall einer Standard-
abweichung um den Mittelwert liegen, d.h. P(u—o0 < X < pu+o0),
ist ca. 0.68, fur 2 Standardabweichungen, d.h. P(u — 20 < X <
u+ 20), ist der Wert 0.95.

Die Standard Normalverteilung hat Mittelwert O und Varianz 1.
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Die Normalverteilung kann leicht aus der univariaten Form in
die multivariate Form abgeleitet werden. Der Mittelwert und die
Varianz- Covarianz Parameter sind u, bzw. >..

Die Dichtefunktion dieser p-dimensionalen Zufallsvariable hat die
Form

Multivariate Normalverteilung

B 1 (X —p)'S7HX = p)
f(X) = CEbIRE exp{ ; 2

geschrieben als N, (u, Y).

Die Standard Multivariate Normalverteilung hat demnach als Mit-
telwert Vektor den Nullvektor, und als Varianz- Covarianz Matrix
die Einheitsmatrix.
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