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Multivariate Verteilungen

• Notation: Daten

Daten (n Beobachtungen, p Variablen) haben folgende Matrix

Darstellung:

X = [X1 X2 . . . Xp]

=




X11 X12 . . . X1p

X21 X22 . . . X2p

...
...

. . .
...

Xn1 Xn2 . . . Xnp




n×p

Xij ist das Element in der i−ten Zeile und j−ten Spalte,

d. h. i. Fall und j. Variable.
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Wiederholung: Statistiken

Das Stichproben Mittel ist definiert als

X̄j =
1

n

n∑

i=1

Xij , j = 1, . . . , p.

Die Stichproben Varianz ist definiert als

s2j = sjj =
1

n

n∑

i=1

(Xij − X̄j)
2, j = 1, . . . , p.

Die Stichproben Covarianz ist definiert als

sjk =
1

n

n∑

i=1

(Xij − X̄j)(Xik − X̄k), j, k = 1, . . . , p; j "= k.

Die Stichproben Korrelation ist definiert als rjk = sjk

sjsk
. Die Korre-

lation zwischen zwei Vektoren ist gleich dem Cosinus desWinkels

zwischen den beiden zentrierten Vectoren, Xj − X̄j ,Xk − X̄k.
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… in Matrix Form:

X̄ =



X̄1

.

.

.

X̄p




Sn =




s11 s12 . . . s1p

s21 s22 . . . s2p

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

sp1 sp2 . . . spp




R =




1 r12 . . . r1p

r21 1 . . . r2p

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

rp1 rp2 . . . 1



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Geometrische Interpretation

• Die Projektion der Spalten Xi der Datenmatrix X auf den

Einsvektor  := (1, . . . , 1)p ist der Vektor x̄i. Dieser Vek-

tor hat Länge
√

n|x̄i|.
• Die Information aus Sn erhält man aus den Devianz Vek-

toren di := xi − x̄i = [x1i − x̄i, . . . , xni − x̄i]′.
Das Quadrat der Länge von di ist nsii, und das innere Pro-

dukt von di und dj ist gleich nsij

• Die Stichproben Korrelation rij ist der Cosinus des Winkels

ϑjk zwischen dj und dk, da

d
′

jdk =
n∑

i=1

(xji − x̄i)(xjk − x̄k) = ‖dj‖ · ‖dk‖cos(ϑjk)
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Geometrische Interpretation: Beispiel

• Gegeben seinen die Daten X =




4 1
−1 3
3 5




• Mit x̄ = (2, 3) folgt

d1 = x1−x̄1 =




4
−1
3


−




2
2
2


 =




2
−3
1


 d2 =




−2
0
2




• Somit folgt: d′1d1 = [2 − 3 1]




2
−3
1


 = 14 = 3s11

d
′

2d2 = 8 = 3s22 d
′

1d2 = d
′

2d1 = −2 = 3s12
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Eigenschaften von p-dim Statistiken

Ein Zufallsvektor ist ein Vektor dessen Elemente Zufallsvariablen

(ZV) sind.

Seien X =




X1

X2

...

Xp


 und Y =




Y1

Y2

...

Yp


 Zufallsvektoren.

Dann gilt für E(X) =




E(X1)
E(X2)
...

E(Xp)


, E(X+ Y) = E(X) + E(Y).

E(AX) = AE(X), wobei A eine p × p Matrix von Konstanten ist.
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…

Für V ar(X) =




V ar(X1) Cov(X1, X2) . . . Cov(X1, Xp)
Cov(X1, X2) V ar(X2) . . . Cov(X2, Xp)

...
...

. . .
...

Cov(X1, Xp) Cov(X2, Xp) . . . V ar(Xp)




SeiE(X) = µ =




µ1

µ2

...

µp


 und V ar(X) = Σ =




σ11 σ12 . . . σ1p

σ12 σ22 . . . σ2p

...
...

. . .
...

σ1p σ2p . . . σpp




Dann gilt

Σ = E[(X− µ)(X− µ)′]

und für die Linearkombination Z = CX

µz = E(Z) = E(CX) = Cµx und Σz = Cov(Z) = Cov(CX) = CΣxC
′
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Projektionen

Eine linear Kombination a der Daten X wird geschrieben als

Xa = [a1X11 + a2X21 + . . . + apXp1 . . .

a1Xn1 + a2X2n + . . . + apXpn]n×1

Eine 1-D Projektion von Daten auf einen Vektor αp×1 ist:

X1α = [α1X11 + α2X12 + . . . + αpX1p . . .

α1Xn1 + α2X2n + . . . + αpXnp]n×1

wobei ||α|| =
√

α2
1

+ . . . + α2
p

= 1 gilt.

Eine 2-D Projektion kann erzeugt werden durch die Erweiterung

von α auf Ap×2 = [α1 α2]mit orthonormalen Spalten, α′

1α2 = 0.
Analog gilt die Erweiterung auf d-D Projektionen.



69

Martin Theus – Lehrstuhl für Rechnerorientierte Statistik und Datenanalyse

Multivariate Statistische Verfahren – SS2004

Geometrische Interpretation

2-dim. Daten X

1-dim. Projektion Xα
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Distanzmaße

Sei X = (X1 X2 . . .Xp)′ und Y = (Y1 Y2 . . .Yp)′ dann ist die
Euclidische Distanz (“direkte Verbindung”) definiert als

d(X,Y) =
√

(X1 − Y1)2 + . . . + (Xp − Yp)2

Als statistische Distanz (oder Mahalanobis Distanz) definiert man

d(X,Y) =
√

(X− Y)′S−1(X− Y)

Prinzipiell kann jedes Distanz Maß benutzt werden so lange es

(1) d(X,Y) = d(Y,X),
(2) d(X,Y) > 0, if X "= Y,

(3) d(X,Y) = 0, if X = Y,

(4) d(X,Y) ≤ d(X,Z) + d(Z,Y), für jeden Zwischenpunkt Z.
erfüllt
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Eigenwertzerlegung

Die Skalare, λ1, . . . ,λp, welche

|A− λIp| = 0

erfüllen, werden die Eigenwerte von A genannt. Die von 0 ver-

schiedenen Vektoren x die

Ax = λx

erfüllen, werden Eigenvektoren von A genannt.

Jede quadratische, symmetrische Matrix (z.B. Sn,R) kann

zerlegt werden in Eigenwerte und Eigenvektoren und dadurch

beschrieben werden.
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Geometrische Interpretation
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Eigenvektoren
Varianz- Covarianz Interpretation:             Daten Interpretation:

Ellipse repräsentiert
Varianz- Covarianz Matrix

1. Eigenvektor: Richtung der Hauptachse
1. Eigenwert: Länge der Hauptachse

2. Eigenvektor: Richtung der zweiten Achse
2. Eigenwert: Länge der zweiten Achse

Eigenvektor 1

Eigenvektor 2
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Multivariate Normalverteilung

• Univariater Fall

Klassische “Glockenkurve”

Dichte:

f(x) =
1√
2πσ

exp{−1

2

(
x − µ

σ

)2

}

wo µ den Mittelwert und σ die Standardabweichung bezeichnen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Werte im Intervall einer Standard-

abweichung um den Mittelwert liegen, d.h. P (µ−σ < X < µ+σ),
ist ca. 0.68, für 2 Standardabweichungen, d.h. P (µ − 2σ < X <
µ + 2σ), ist der Wert 0.95.
Die Standard Normalverteilung hat Mittelwert 0 und Varianz 1.



74

Martin Theus – Lehrstuhl für Rechnerorientierte Statistik und Datenanalyse

Multivariate Statistische Verfahren – SS2004

Multivariate Normalverteilung

Die Normalverteilung kann leicht aus der univariaten Form in

die multivariate Form abgeleitet werden. Der Mittelwert und die

Varianz- Covarianz Parameter sind µ, bzw. Σ.

Die Dichtefunktion dieser p-dimensionalen Zufallsvariable hat die
Form

f(X) =
1

(2π)p/2|Σ|1/2
exp{−

(X− µ)′Σ−1(X− µ)

2
},

geschrieben als Np(µ,Σ).

Die Standard Multivariate Normalverteilung hat demnach als Mit-

telwert Vektor den Nullvektor, und als Varianz- Covarianz Matrix

die Einheitsmatrix.
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2-D Normalverteilung

Corr: 0.0 Corr: 0.3

Corr: 0.6 Corr: 0.9

f(x1, x2) =
1

2π
√

σ11σ22(1 − ρ)
exp{− z

2(1 − ρ2)
}

mit

z =
(x1 − µ1)2

σ11

−2ρ(x1 − µ1)(x2 − µ2)√
σ11σ22

+
(x2 − µ2)2

σ22

und ρ =
σ12√
σ11σ22




