K6 Korrelation und Regression
Korrelation mif3t Assoziationen zwischen stetigen ZV.

In Regression geht es um kausale Modelle —
wir versuchen die Variabilitat einer ZV durch andere
erklarende ZV zu reduzieren.

Hier geht es um stetige ZV und die Abhangigkeiten
zwischen ihnen.

Beispiele — Streudiagramme und Korrelation

1. Tiere log(Lange) gegen log(Gebarzeit)

2. Bankdaten (Profit und Umsatz)

3. Deutsche demographische Daten



6.1 Der Korrelationskoeffizient

p ist der unbekannte Korrelationskoeffizient der Grundge-
samtheit
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o x, oy sind die Standardabweichungen von X, Y

p misst lineare Abhangigkeit.

r ist der Stichproben-Korrelationskoeffizient

T =

sx, sy Sind die Stichproben-Standardabweichungen

Es qgilt



6.1.1 Korrelationskoeffizient flir Normalverteilte ZV

Seien X und Y bivariat normalverteilt;
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flz,y) =
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Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — py)]

Nach den Transformationen

u:x_ﬂX und U:y_,uY
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Cov(X,Y) = XY / / g(u,v)dudv
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und daraus folgt

Cov(X,Y) = poxoy



6.1.2 Verteilung des Stichproben-Korrelationskoeffizients
(fir Normalverteilte ZV)

Fir X und Y normalverteilt mit p = 0

Fir X und Y normalverteilt mit p = O hat Fisher gezeigt
dass

1 1+r
z = —log
2 l1—r
ungefahr normalverteilt ist mit
1 1
E[z] = —log 1+p
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und
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Viz]| = ——
=

so dass die Varianz unabhangig von p ist.



6.2 Assoziation zwischen stetigen Variablen

X —-Y X beeinflusst Y
z.B. X = Arbeitsstunden Y = Gehalt

Y - X Y beeinflusst X
z.B. X = Herzinfarktrate Y = Weinkonsum

Aber in welcher Richtung?
z.B. X = Werbung Y = Umsatz

X und Y assoziiert
z.B. X = Umweltverschmutzung Y = Gesundheit
Z —Y Z— X Z = Armut

X und Y zufallig assoziiert (“spurious correlation”)
z.B. X = Selbstmordrate Y = Anzahl neuer Priester



6.3 Regression
z. B. Grol3e des Sohns gegen Grof3e des Vaters (Galton)

Fir eine lineare Assoziation haben wir das Modell

Y =a+bX

Gegeben Daten {(y;, ;) }, wie schatzen wir
die Parameter a und b?

6.3.1 Kleinstquadrate

minC =
a,b
dC
d—:Oz—QZ(yi—a—bmi):>§=a+bf
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wo 7 ist die Stichprobenkorrelation zwischen Y und X.
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minC = C(a,b) = (n — 1)(1 — r°)s7

n
(n—1)s5=> (i — ¥)°
i=1
die Variabilitat von Y in der Stichprobe

= C(a,b) =

Das Modell Y = a + bX hat 2 von der Variabilitit von Y
"erklart”. Wir setzen

C(a,b
2—q1_ %@ 2 i
> (yi —v)
RZ ist ein Gutekriterium fiir das Modell, das Bestimmtheits-
maR. (Fur einfache lineare Regression gilt B2 = r2,

sonst nicht.) Im allgemeinen gilt

Y@ —9)? _ Modell Variabilitat
- S(y; — )2 Gesamt-Variabilitat
wo y; = der Modellwert fur Fall <.
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6.3.2 ML-Sch atzer flir Regression

X gegeben, Y beobachtet

Y =a+bX + ¢
e ~ N(0,02) u.1.0.

=Y ~

Y| X ist normalverteilt, Y ist nicht unbedingt normalverteilt.
L(CL, b; {xia yi}7 0) —

log L =
= (@, b), die ML-Schétzer, sind hier die KQ-Schatzer (angenom:-
men o bekannt). Unter der Annahme der unabhangigen
normalverteilten "Fehler” kénnen wir o2 schatzen mit

n
1 Zez'z
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n — 2, weil zwel Parameter geschatzt werden.



6.3.3 Eigenschaften der ML-Parametersch atzer

> TiY; — nxy
> a:,LQ — nr2
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b=

WO
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d.h. die ZV b, die wir mit
b= d;Y;

definieren, ist eine lineare Funktion von u. normalverteil-
ten ZV
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(wegen der Unabhangigkeit)
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und ahnlicherweise
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aber
Covla, b] =

so dass die Schatzer flr ¢ und b nicht unabhangig sind.



