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id X1 Y1 Y2 Y3 X4 Y4 
1 10 8.04 9.14 7.46 8 6.58 
2 8 6.95 8.14 6.77 8 5.76 
3 13 7.58 8.74 12.74 8 7.71 
4 9 8.81 8.77 7.11 8 8.84 
5 11 8.33 9.26 7.81 8 8.47 
6 14 9.96 8.10 8.84 8 7.04 
7 6 7.24 6.13 6.08 8 5.25 
8 4 4.26 3.10 5.39 19 12.50 
9 12 10.84 9.13 8.15 8 5.56 
10 7 4.82 7.26 6.42 8 7.91 
11 5 5.68 4.74 5.73 8 6.89 
 
For all four datasets: 
Mean of the x values = 9.0 
Mean of the y values = 7.5 
Equation of the least-squared regression line is: y = 3 + 0.5x 
Sums of squared errors (about the mean) = 110.0 
Regression sums of squared errors (variance accounted for by x) = 27.5 
Residual sums of squared errors (about the regression line) = 13.75 
Correlation coefficient = 0.82 
Coefficient of determination = 0.67 
 



Anscombe (1) 
 
 
Dependent variable is:

No Selector

y 1 .

 

R squared = 66,7%     R squared (adjusted) = 62,9%

s =  1,237  with  11 - 2 = 9  degrees of freedom 

Source

Regression

Residual

Sum of Squares

27,5100

13,7627

df

1

9

Mean Square

27,5100

1,52919

F - r a t i o

18,0

Var i ab l e

Constant

x1

Coeff ic ient

3,00009

0,500091

s.e. of Coeff

1,125

0,1179

t - r a t i o

2,67

4,24

p rob

0,0257

0,0022  
 
 
 
 

-1

0

1

6,25 7,50 8,75

predicted(y11)

r
e
s
i
d
u
a
l
s
(
y
1
1
)

 



Anscombe (2) 
 
 
Dependent variable is:

No Selector

y 2

 

R squared = 66,6%     R squared (adjusted) = 62,9%

s =  1,237  with  11 - 2 = 9  degrees of freedom 

Source

Regression

Residual

Sum of Squares

27,5000

13,7763

df

1

9

Mean Square

27,5000

1,53070

F - r a t i o

18,0

Var i ab l e

Constant

x2

Coeff ic ient

3,00091

0,500000

s.e. of Coeff

1,125

0,1180

t - r a t i o

2,67

4,24

p rob

0,0258

0,0022  
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Anscombe (3) 
 
 
 
Dependent variable is:

No Selector

y 3

 

R squared = 66,6%     R squared (adjusted) = 62,9%

s =  1,236  with  11 - 2 = 9  degrees of freedom 

Source

Regression

Residual

Sum of Squares

27,4700

13,7562

df

1

9

Mean Square

27,4700

1,52847

F - r a t i o

18,0

Var i ab l e

Constant

x3

Coeff ic ient

3,00245

0,499727

s.e. of Coeff

1,124

0,1179

t - r a t i o

2,67

4,24

p rob

0,0256

0,0022  
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Anscombe (4) 
 
 
Dependent variable is:

No Selector

y 4

 

R squared = 66,7%     R squared (adjusted) = 63,0%

s =  1,236  with  11 - 2 = 9  degrees of freedom 

Source

Regression

Residual

Sum of Squares

27,4900

13,7425

df

1

9

Mean Square

27,4900

1,52694

F - r a t i o

18,0

Var i ab l e

Constant

x4

Coeff ic ient

3,00173

0,499909

s.e. of Coeff

1,124

0,1178

t - r a t i o

2,67

4,24

p rob

0,0256

0,0022  
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6.3.4 Konfidenz und Vorhersage Intervalle
Da b̂ und â normalverteilt sind, können wir KIs für a und b
mit der t-Verteilung erstellen. Für b:

b̂± t(n−2),1−α
2

s√∑
x2

i − nx̄2

Um unsere Unsicherheit um des Modells auszudrücken,
brauchen wir die Varianz von â + b̂x0:

V [â + b̂x0] = V [â] + x2
0V [̂b] + 2x0Cov[â, b̂]

= s2
(
1

n
+

(x0 − x̄)2∑
x2

i − nx̄2

)

1
n kommt von der Stichprobengröße, (x0−x̄)2∑

x2
i −nx̄2 hängt von

der Entfernung von x0 von x̄ ab.

Ein (100− α)% KI für â + b̂x0 = E[Y |X = x0]:

(â + b̂x0)± t(n−2),1−α
2
s

√√√√(1

n
+

(x0 − x̄)2∑
x2

i − nx̄2

)
Ein (100− α)% Vorhersage Intervall für Y |X = x0 ist:

(â + b̂x0)± t(n−2),1−α
2
s

√√√√(1 +
1

n
+

(x0 − x̄)2∑
x2

i − nx̄2

)



6.4 Residuen

ei = yi − (â + b̂xi)

= yi − ŷi

{ei} sind nicht eine Stichprobe aus N(0, σ2), weil wir
a und b nur geschätzt haben. Wenn wir a und b genau
wußten, wären ei = yi − (a + bxi) eine Stichprobe aus
N(0, σ2).

Die Residuen werden benutzt, um die Güte des Modells
eingehender zu überprüfen. Die folgenden Graphiken sind
hilfreich:

(1) ei v. ŷi Residuen v. Vorhergesagte

(2) ei v. i Residuen v. Reihenfolge

(3) ei v. wi Residuen v. eine andere erklärende Variable

(4) Histogramm/Boxplot/Dotplot von ei



6.5 Multiple Lineare Regression

Um die Wirkungen von mehreren erklärenden Variablen
zu untersuchen:

Y = b0 +
p∑

j=1

bjXj + ε

Das Modell wird als Matrixgleichung geschrieben:

Y = Xb + ε

n ist die Anzahl Beobachtungen

p ist die Anzahl erklärender Variablen

Y (n× 1) ist die abhängige Variable

{Xj} (n× (p + 1)) sind die erklärenden Variablen

b ((p + 1)× 1) ist der Koeffizientenvektor

ε (n× 1) ∼ u.i.v. N(0, σ2) ist der Fehlerterm



6.5.1 KQ Sch ätzung von b

minC =
∑

ε2i = min ε′ε = min(Y −Xb)′(Y −Xb)

dC

db
= 0 ⇒ −X ′Y + X ′Xb = 0

⇒ b̂ = (X ′X)−1X ′Y

V [̂b] = V [(X ′X)−1X ′Y ]

= (X ′X)−1X ′((X ′X)−1X ′)′V [Y ]

= (X ′X)−1σ2

weil V [Y ] = V [ε] = σ2I

Als Beispiel kann man die einfache lineare Regression in
dieser allgemeinen Form herleiten. N.B. für p = 1 gilt

(X ′X)−1 =
1

n(
∑

x2
i − nx̄2)

( ∑
x2

i −
∑

xi
−
∑

xi n

)



6.5.2 ML Sch ätzer = KQ Sch ätzer in Regression

Mit dem Modell

Y = Xb + ε

wo ε ∼ N(0, σ2I), nehmen wir an, dass

Yi ∼ N(b0 +
p∑

j=1

bjXij, σ
2) u.i.v.

L(y, x; b, σ2) =
n∏

i=1

1

σ
√

2π
e
− 1

2σ2(yi−b0−
p∑

j=1
bjxij)

2

l = logL

= −n logσ−
n

2
log2π−

1

2σ2

n∑
i=1

(yi− b0−
p∑

j=1

bjxij)
2

Für σ bekannt wird das Maximum von l beim Minimum
von ε′ε erreicht.



6.5.3 Gütekriterien

R2 =
erklärte (Modell) Variabilität

Gesamt-Variabilität
=

MSS

TSS

=

∑
(ŷi − ȳ)2∑
(yi − ȳ)2

Je mehr Variablen einbezogen werden, desto größer wird
R2. Ein Vorschlag ist das adjustierte R2:

R2 = 1−
RSS

TSS

wo RSS = Rest-Variabilität

R2
adj = 1−

RSS/(n− p− 1)

TSS/(n− 1)

RSS/(n− p− 1) = s2 schätzt σ2

TSS/(n− 1) schätzt σ2
Y

R2
adj = 1−

(n− 1)

(n− p− 1)
(1−R2)

Beim kleinen R2 kann R2
adj sogar < 0 sein, aber man

sollte Modelle mit solchen Werten sowieso nicht in Betra-
cht ziehen. Bei größeren Datensätzen ist R2

adj ≈ R2.


