Beispiele von Binomial Kls

(i) (Die Zeit 13. Februar, 2003 s30)

Paare sind auf Flughafen und Bahnhofen beobachtet wor-
den (vermutlich in Deutschland, da ein Bochumer Wis-
senschaftler die Daten gesammelt hat). Aus 124 kiissenden
Paaren haben 80 den Kopf beim Kiissen nach rechts und
44 den Kopf nach links gedreht.

p=
95% Kis
(a) Approx p = 0.5 (0.557,0.733)
(b) "Plug-in"p=p (0.561,0.729)
(¢) Normalgenau (0.558,0.724)

(i) Sonntagsfrage in der politischen Meinungsforschung
z.B. 1000 Befragte CSU 55%, SPD 25%, FDP 3%

() (0.519,0.581) (0.219,0.281) (—0.001,0.061)
() (0.519,0.581) (0.223,0.277) (0.019,0.041)

(¢) (0.519,0.581) (0.224,0.278) (0.021,0.043)



Browser Statistiken

Schatzungen von HitsLink, netapplications.com (April 2006):
Internet Explorer 83,88%
Mozilla Firefox 10,68%

Schatzungen von OneStat.com (Mai 2006):
Internet Explorer 85,17%
Mozilla Firefox 11,79%

“Wie bel anderen Erhebungen erklaren sich die Unter-
schiede aber nicht nur aus dem Zufallsfehler der Stich-
probe, sondern auch durch unterschiedliche Erhebungsmeth-
oden. Wahrend Net Applications die Statistiken von 40.000
besuchten Webseiten auswertet, gibt OneStat an, zwel
Millionen Pageimpressions in 20.000 Webseiten-Besuchen
aufzudroseln.” (macnews.de 12.5.06)

Welche Kls wirden Sie berechnen?



4.2.7 Definition eines Kls

Sei X eine Statistik mit Verteilungsfunktion

F(z,0), 0€©
Eine Abbildung, C, die jedem moglichen Beobachtungsergeb-
nis x eine Menge C'(x) € © zuordnet, heil3t ein
Konfidenzbereich fir 6 zum Niveau 100(1 — «)% wenn

inf P, ; 560)>1—
inf Py(z:c(z) 30) 21 -a

Wenn es ein Pivot (Drehpunkt) gibt, wie bei der
Normalverteilung, sind Kls leicht zu berechnen,
Im allgemeinen nicht.



4.2.8 Assymptotische ML Konfidenz Intervalle
ML Schatzer sind assymptotisch normalverteilt.

Bedingungen

1. Der Parameterraum <2 hat endliche Dimension, ist
geschlossen und kompakt und der wahre Wert 6 liegt
innerhalb <.

2. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen flr zwei
verschiedene Werte von 0 sind verschieden.

o 82 83 ] .. : :
3. 5g» 502" 5g3 VON [(x; 0) existieren fast sicher in der

Nachbarschaft des wahren Wertes. Weiterhin in solch

| . 3 . |
einer Nachbarschaft ist %'%‘ < eine Funktion von

X deren Erwartungswert existiert.

4. 1(0) = ist endlich
und > O Iin der Nachbarschaft des wahren Wertes.



Sei 0 der fur uns interessante Parameter der (glatten) Dichte
f. Die Loglikelihoodfunktion ist

1((6) =
fir eine u.i.v. Stichprobe der Grole n.
Der ML Schatzer, & muf3 ein stationarer Punkt von 1(6)
sein:
() =0

Aus einer Taylor Entwicklung von I’(8) um den
unbekannten wahren Wert 6 haben wir

'(0) ~
= (g — 90) ~
Betrachten wir
n o
E['(0)] = > E | log f(X;]0)
Y. B g |

= ; [ [ 55109 510)| £al)atz



Es qgilt

[ 2100 o) 10tz = [ 2 iyt (2)

und wenn wir sagen durfen, dass

/%f{aﬂ@)daz = %/f(:d@)dx
ISt
12109 1 (101 el9)da = O
00
und

E[l'(6)] =0
VIIO) = Y BIC log £(Xi16))°]
=1

= nl(0) per Definition

1(60) wird die Fisher-Information genannt. (Man findet auch
den Ausdruck "Scorefunktion” fir Uy = % log f(x|0)).



Jetzt betrachten wir den Nenner von (1)

n 62

10) = 3 542109 F(Xil6)
Wir zeigen, dass
E[l"(8)] = —nlI(6)

EW(0)) = 5 EI(0)]

0

@) = [ |- 100 (216)| f(zl6)dz = 0

= (hier wird (2) wieder benutzt)

92 1og f(z|6)
562

/

]f( 0)do+ [

o 1og f(a:|9)] £ (2l0)da

=0
= E[I"(0)] = -V I[I'(9)]

= —nl(h)



Fur n grol3, nach dem GGZ

N 1 n 62
l (6p) = Z 892 log f(z;,00) — —1(6p)

und daher aus (1)

n—1/2l/((90>

V(0 —0g) ~ 1(00)

und

E[vn(8 —00)] =0

VIVAE = 0] ~ 7o
~ 1
VIO - 00)] ~ s

n

, 0
I'(6p) = > 59 109/ (€il0) o=,

i=1
ist eine Summe von u.i.v. Zufallsvariablen. Nach dem

ZGS
/I (60)(8 — 6p)



Beispiel (1)
X hat die Dichte

f@)=0+1" o0<az<1
eine Beta Verteilung mita =60 4+ 1undb =1

E[X] =
[(z;0) =nlog(d+1)+60) loguz;
9\:
0

1
— | S
50 og f = 51 + logx

> 1(0) = E“e% + 109 X)2]

o 0g f = —— L
502 ° (0 + 1)2
= 1(0) = -

(04 1)2



(64 1)2

= V|[0] =
n
Assymptotisch
Y log x;

Im allgemeinen qilt

P(—1.96 < /nI(0)(8 —0) < 1.96) = 0.95
_ 1.96
-0l <—(0+1)) =0.9
P(] | < \/ﬁ( +1)) 5

Ein 95% KI fiir 6 wenn wir & mit dem beobachteten Wert
ersetzen.



Beispiel (2)
{X;} u.i.v. von einer Rayleigh Dichte

2
f(x) = H%G_W x>0

(Die Rayleigh Verteilung folgt aus Y, W u.i.v. ~ N (0, 02).
Nach der Transformation in Polarkoordinaten (r, ¢) hat r
eine Rayleigh Verteilung.)

[(x;0) =
%Iogft
(%22!09]‘=

4
E[X?%] =20° = I(0) = 5

und assymptotisch

R 2 92
g = =" ~N<6,—>




4.2.9 Beste Sch atzer

Um Resultate tUber Optimalitat zu erzielen, beschranken
wir uns auf erwartungstreue Schatzer flr regulare Mod-
elle. Ein einparametriges Modell heil3t regular wenn

1. @© ist ein offenes Intervall in R

2. Die Likelihoodfunktion ist auf X x © strikt positiv und
nach 6 differenzierbar. Somit existiert die Scorefunk-
tion

Up(w) = =109 f(al6)

3. Fur jedes 0 € © existiert Vy[Uy] = 1(0) und ist nicht
0. Es qilt die Vertauschungsrelation



Die Cram ér-Rao Ungleichung

Gegeben sei ein regulares statistisches Modell Py (x; 0),
0 € ©, ein Intervall. Dann gilt fir jeden erwartungstreuen
Schatzer, 6 von 6, dass

Varglf] >

Beweis
E[0] =0

und fur die Scorefunktion Uy = % log f(x|0) gilt
E[Ug] =0

Deshalb haben wir

Covld, Ug] = E[9, U]

y ~ 0
BI3,Ug) = [ 0109 f(al0)f(z]6)da

— /X I~ f(al9)da



0 ~ 0 _
| 0t @l)dz = B0
Betrachten wir die Varianz von der Funktion (6—Uy/I1(6))

0 < V[0 — Up/1(0)]

= VI[0] —1/1(0)
Q.E.D.

Cramér-Rao liefert uns eine untere Grenze fir die Vari-
anz von erwartungstreuen Schatzern fur regulare Modelle
(z.B. es gilt nicht fir das Beispiel mit der Gleichverteilung).
Es sagt uns nicht, wie wir einen optimalen Schatzer finden.
Deshalb sprechen wir von der Effizienz eines Schatzers:

Gegeben einen erwartungstreuen Schéatzer, 8, eines Pa-
rameters fur ein regulares Modell, dann ist die Effizienz
von 6

eff(0) =



