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5.5 Optimalit at von statistischen Tests
Einfache und zusammengesetzte Hypothesen
Eine Hypothese wie 8 = 0 ist eine einfache Hypothese,

weil es die Verteilung vollstandig bestimmt. Hypothesen
wie 6 < 6 werden zusammengesetzte Hypothesen genannt.

z.B.
Hp : 9:90 H, 0 =04
Hp : 9=90 H,u 9#90
Ho: 6 <6 Hy: 606>0

Hog: 601 <60<65 Hy: 6<61 oder 6>60>

Einseitige und zweiseitige Tests

Wenn die Hypothesen Alternativen in nur einer Richtung
bertcksichtigen (wie im dritten Beispiel), spricht man von
einem einseitigen Test. Das fuhrt dazu, dass ein einseit-
iIger Test vom Niveau « einen anderen Ablehnungsbereich
hat als ein zweiseitger Test vom Niveau «. Vorsicht!



Beurteilungskriterien flr statistische Tests

Testniveau «
FUr einen Test des Niveaus a gilt  ¢g(0) < o V6 € Hg

Unverf alschheit
Fur einen unverfalschten Test des Niveaus « gilt

VO € H»

(Die Wahrscheinlichkeit H 4 abzulehnen, wenn diese nicht
vorliegt, sollte mindestens so grol} sein, als wenn sie vorgele-
gen hatte.)

Konsistenz
Mit wachsender Stichprobengrof3e n soll der Test immer
besser werden.

Optimalit at

Sei g(0), g1(0) Gutefunktionen von Tests des Niveaus «,
dann ist der Test mit Gutefunktion g(6) der gleichmalig
beste Test vom Niveau o wenn

flr g1 (0) eines beliebigen anderen Tests vom Niveau «.



Optimale Tests
Neyman-Pearson

Neyman-Pearson Lemma flr zwei einfache Hypothesen
Hp : Dichte fo(x)
Hy Dichte f4(x)
R sei irgendeine Region mit
Po(ze R)<a  dh. /R fo(z)dz < o
Nehmen wir an, es gebe eine Region

R*={z: fa(z)/fo(z) > k} mit Ph(z € R) = «

wo k so grol3 wie moglich ist, dann haben wir

Ps(z € R*) > Pso(z € R)

Dieser Test (Hp ablehnen, wenn x € R*) ist der optimale
Test des Niveaus o und R* ist die sogenannte kritische
Region.



Neyman-Pearson Beweis

Sei R* und R die Komplemente von R* bzw. R.

Po (R = Py (R) = [ fa@de— [ fa(@)da

R*NR R*NR

Fur R*N R fa(z) > kfo(x)

/ faG@)dz >k /  fow)da

R*NR

Ahnlicherweise gilt

Deshalb haben wir, dass

Py, (R*)—Fy,(R) > k

R*NR

| fo@dz— [ fo(z)da

R*NR R*NR




=k | [ fo@)dz — [ fo(w)da
¥ R

=k | Py (R*) — Pyy(R)]

>0

Eine ahnliche Logik fiihrt bei zusammengesetzten Hypothe-
sen zum Likelihood-Quotienten-Test (Likelihood Ratio LR
Test). Man entscheidet sich fur die Alternative, wenn

einen Schwellenwert a Uberschreitet.



LR Test Beispiel
Betrachten wir die Hypothesen:

Ho: X ~ N(uo,03)
Hy: X~ N(ui,o?)
Wie sollte ein guter Test aussehen?
X ~ N(p, 02 /n)
=1

Jo

Far 08 = O'% = o2 und u1 > ug

R

R>a=10gR >10ga

09 R = 55 (@~ p1)? ~ (@~ po)?)
nor —
— T 552 _—290(,“1 — po) + (N% - M%)}

n(p1 — o) [a_:, - (p + Mo)]
2

In diesem Fall hat der optimale Test eine erkennbare Form.

g2

Wenn man die zwei Alternativen gleich behandelt, dann
wiurde man nach Maximum Likelihood handeln und die
entsprechende Hypothese auswahlen.



. 2 2

o o
R>a= Iog—lRZ IOg—la
g0 00

2 log g—éa

1 1 _
= ——5(Z — p1)? + (T — po)? >
o (o)
1 0

=

Der Ablehnungsbereich eines optimalen Tests wird von
der Losung der quadratischen Gleichung abhangen.



Kls und Tests

Ist C' ein Konfidenzbereich zum Niveau 1 — «, dann ist
{6 € C'} der Annahmebereich eines Tests von
Hgy : 0 = 6y gegen Hq : 60 #= 6p zum Niveau «

Ist umgekehrt fur jedes 65 € © ein (nichtrandomisierter)
Test fur Hy : 6 = 6p gegen Hq : 6 #* 6p zum Niveau
« gegeben, so lal3t sich daraus ein Konfidenzbereich zum
Niveau « gewinnen.

Bayes und Tests

Die ZV X hat die Dichte f(x,6) und es mul3 eine apriori
Verteilung fur 8 geben, h(0). Die aposteriori Verteilung

h(0|x) o< f(x,0)h ()

enthalt alle Informationen aus den Daten. Wir testen nicht.
Statt dessen konnen wir Wahrscheinlichkeiten angeben:

P01 <0<y =



