5.6 Nichtparametrische Tests

Bis jetzt haben wir entweder angenommen, dass wir grof3e
Stichproben haben (so dass der ZGS einsetzt werden kann),
oder, dass die ZV normalverteilt sind (so dass, bei

gleichen Varianzen, t-Tests durchgefuhrt werden konnen).
Wie geht man sonst vor?

Bei nichtparametrischen Tests werden Statistiken benutzt,
deren Verteilungen von der Grundgesamtheit unabhangig
sind, z.B. Rangstatistiken.

5.6.1 Der Vorzeichentest (sign test)
Sei X eine ZV mit stetiger Verteilungsfunktion F'(x; 6), wo
der Lageparameter 6 der Median ist. Wir mochten

Hqo:0=0p gegen Hy:0 > 0g

testen. Betrachten wir die Teststatistik

n
T=)> T,
1=1

WO

T, =1 fallsxz; >6g undsonst =0



T ~ B(n,0.5) unter Hg

Gegeben ein Testniveau «, lehnen wir Hg ab, wenn
T'>1t1 ¢4

und ¢1_,, wird aus

> ()8 ~a

J=t1_q
gefunden. Da T auch unter Hq binomialverteilt ist, 1af3t
sich die Gutefunktion leicht bestimmen:

n
s =Y ()pPa-p
j=t1—o J
Dieser Test benutzt nur die Information, ob z; > 6 ist,
nicht den eigentlichen Wert. Deshalb sollte es uns nicht
Uberraschen, dass er weniger gut als ein parametrischer
Test ist — wenn die notwendigen Annahmen stimmen.



5.6.2 Wilcoxon Signed-rank Test fur gepaarte Daten

Wenn gepaarte Daten vorliegen (z.B. Messungen vor und
nach, Bruder und Schwester, links und rechts), kdnnen
wir uns mit den Unterschieden beschaftigen, statt mit den
einzelnen Verteilungen. Unter Hg: die Werte sollen im
Durchschnitt gleich sein, wird der Erwartungswert der Un-
terschiede O sein.

Seien D1, ..., Dy unabhangige ZV mit identischer steti-
gen Verteilung @, die um O symmetrisch ist. d.h. es gelte

FQ(—CL) =1 - FQ(CL) V aelR
Sei Z; = 1|p 0 und R;" der Rangvon |D;| unter |D1|, ... |Dn)|

Wir betrachten die Teststatistik

n
wt =Y ZR’
i=1

die Summe der Range mit positiven Zeichen. Da @ stetig
ist, konnen wir annehmen, dass es keine Bindungen (D; =
D) gibt. Die genaue Verteilung kann man kombinatorisch
bestimmen, aber flr gro3ere Datensatze (n > 207), wird
eine Normalapproximation genommen.



Satz 5.6.2

BwH] = n(n—+1)
4
v+ = nin+1)2n+1)
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Beweis:
Unter Hg sind die Z; unabhangige Bernoulli ZV mit p =
1/2, so dass

E[Z]=1/2 V[z]=1/4

Es qilt
n
W+ — Z iZZ'

i=1
weil jeder Rang 1,...,n gerade einmal erscheinen wird
und weil Z; und R;" unabhangig sind. Dann haben wir

1 1

EwT] = In(n+1)
2 2
e %n(n + 1)6(2n + 1)

Wenn es Bindungen trotzdem gibt, kann man den durch-
schnittlichen Rang benutzen, so lange es nicht viele gibt.
Sonst mu3 man Modifizierungen vornehmen.



5.6.3
Mann-Whitney U Test, Wilcoxon Rangsummen Test

Gegeben seien zwei Stichproben {z1,...,xn}, {y1,-- ., ym}
aus Grundgesamtheiten, die wir vergleichen mochten. Wir
kombinieren die Daten, berechnen die Rangstatistiken und
die Summen der Rangstatistiken fur die zwei Stichproben:

Wx=Ri1+...+Rp Wy=R,41+...+ R4,
wo naturlich
~_(n+m)(n+m—+1)

Wx + Wy = >
Man kann Wy bzw. Wy auch anders darstellen:
1
W =U+ ”(";' )

wo die Statistik U zahlt wie oft eine Beobachtung aus der
X Gruppe grofB3er ist als eine Beobachtung aus der Y
Gruppe.

W und U sind invariant unter Permutationenvon { X4, ..., Xn}.
Wir werden deshalb nur den Fall X1 < X»... < X, be-
trachten. Fur die zugehorigen Range R < ... < Ry, qilt
dann

R; =i+ #(Y; < X;)



Im Mann-Whitney U Test wird U benutzt und im Wilcoxon
Rangsummen Test wird W benutzt, aber wir sehen, dass
sie zum gleichen Ergebnis fihren werden, da

n(n + 1)}

U< ={W<et =]

Es gibt zwei verschiedene Rechtfertigungen flr den Ein-
satz solcher Tests.

1) (das Permutation Argument) Wir kbnnen unsere Statis-
tik beurteilen, indem wir sie mit den entsprechenden Statis-
tiken fir alle mogliche
"
n
Zuteilungen der Werte auf die Gruppen X und Y vergle-
ichen.

2) Wie konnen Verteilungsfunktionen F'y und Gy annehmen
und Hq: F'xy = Gy testen (unter Hg sind alle Permutatio-
nen gleichwahrscheinlich). Es ist wichtig zu bemerken,
dass Hg die Gleichheit der ganzen Verteilungsfunktion
testet und nicht die Gleichheit der Mittelwerte oder Me-
diane.



Die Verteilung von U
Firk = 0,...,mn gilt

P(U = k) = NGk m,n)/ (" j;m)

Hier bezeichnet N(k; m,n) die Anzahl aller Partitionen
n
> k; = kvon k in n aufsteigend geordnete Zahlen k1 <

i=1
ko ... < kn aus der Menge {0, ..., m}

Es gibt Tabellen flr diese Verteilungen (und sie sind sowieso
in modernen Softwarepaketen eingebaut), aber man braucht
sie nur far kleine n und m. Hauptsachlich, wenigstens
als eine erste Approximation, arbeitet man mit der approx-
imierenden Normalverteilung.

Satz 5.6.3
el =22
2
nm(m+n-+ 1)

VIU] =
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Beweis:
Sei Z;; = 1 wenn X; > Y; und sonst 0.

mn m
U= > Zj
i=1j=1

nm

ElZj]l =1/2= E[U] = -

n m

V[U] — CO’l}[i f: Zijv Z Z Zkl]

i=1j=1 k=11=1

n m n m
=22 2. > Cou(Zy Zy)
i=1j=1k=11=1

Cov(Z;;

iy Zy) = E[Z;iZ] — 1/4

E[ZZjZkl] = P(XZ > ij und Xk: > Yz)

1/2 @ 1=k, j=1
P(Xi>Yj7'Uﬂka>§/l): 1/4 @ i#*k,jFEI
1/3 : sonst
Das Resultat fur den dritten Fall folgt daraus, dass aus
drei u.i.v. ZV muf3 eine die kleinste sein.



Jetzt gilt:

1/4 © i=k,j=1
CO’U(Zij, Zkl) — O : 1#k,j#I
1/12 : sonst
1 = k,j = [ taucht nm mal auf.
i = k, 7 = [ taucht m(m — 1)n mal auf.
i = k,j = [ taucht n(n — 1)m mal auf.
VU] = mn n n(n—1)m+m(m—1)n
4 12
mn(m+n+ 1)
- 12
FUr m,n grof3 (beide > 107?) soll eine Normalapproxima-
tion nicht schlecht sein. Dieses Resultat folgt nicht aus
dem ZGS, weil U zwar eine Summe von i.v. ZV ist, aber
sie sind nicht unabhangig.

Aus Satz 5.6.3 sehen wir, dass

E[W] = n(m —|—2n +1)
und
VW] = mn(m+n -+ 1)
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