Statistische Modelle

e Lineare Modelle
Y; ~ N(pij0%) und  E[Y]= X33
Y stetig X stetig und/oder kategoriell

e Logistische Regression

1

Y; ~B(1,7;) und E[Y]zl—l—e—Xﬁ

Y binar X stetig und/oder kategoriell

e Loglineare Modelle
Y; ~ P()\;) und E[Y]=eXP
Y ganzzahlig X kategoriell

Und in jedem Fall sind die {Y;} als unabhangig betrachtet.



Verallgemeinerte lineare Modelle

Gegeben {X; = x;} seien die {Y'} Werte unabhangig
und

E[Y|X] = i = h(X)

n = X @ ist der lineare Pradiktor
n = g(u) ist die Linkfunktion

Die (bedingte) Verteilung von Y soll zu einer einfachen
Exponentialfamilie gehoren:

y0 — b(0)

[y, ] 0,9) = exp {w +e(y, )}

e c(y,2) >0
e 0 der "kanonischer” (Lokations-) Parameter

e » > Oder Streuungs- oder Storparameter (unabhangig
von 6), und w bekannte Gewichte



Momente

b(0) ist im Innern des Parameterraums beliebig oft differ-
enzierbar, und alle Momente von Y existieren.

[ £ 0.)dy = 1

0 f(y;0,0)dy _
00
Daraus folgt unter schwachen Regularitatsbedingungen

/af(y; 0, sO)d _
a0 Y

O

0

of (v, 0, )
00
und deshalb gilt

= (y = (0))f(y;0,¢)

ob(0)
ol
Mit analogen Argumenten konnen wir zeigen, dass
f@zb(Q) _p

VAR Y] = £(0) = £5 50 = Ly )

EglY] = p(0) =




Bsp: Normalverteilung:  Y; ~ N(u;, 02).

f(yialuivo-z)
— exp {5 (i — )7}
— —{—=(y; —
\/27T02 1 Z 1 Z 1
p— eXD{ (yzﬂz—Qﬂg_iyz)_Eln(Qﬂ'O' )}

= exp{ Q(yz:uz - —uf) - —(yz +In(270%))}

also,
fQyi | 0;, )
1 1 y?
= exp{—(y;0; —b(0;)) — (=~ + In(27p))}
so 2 ¢
mit
0; = uy
b(0;) = 07/2=p7/2
p = o°
w; =— 1
© 1 y7
c(y;, —) = —=(F+In(2myp))
w; 2



Poisson : Y; ~ P()\;)

A
Flyi Ai) = eXD(—Ai);I
;|
= exp (=X +y;InX; —In(y;!))
= exp (y;InX; — X, —In(y;!))
also,
92' = In)\i
b(0;) = exp(b;) = X
p = 1
’LUZ' == 1
c(y;, 1) = In(y;!)

Das Poisson Modell gilt nicht nur fir loglineare Modelle,
sondern auch fir Poisson Regressionsmodelle, z.B. Y als
Anzahl Unfalle an verschiedenen Stellen und X die erklarenden
Variablen.



~

Binomial: Y; ~ B(n;, ;) ersetzt durch ¥; = %
f(niyi, mi)
— ( g >7.‘.;%'yz'(1 — ;)M Y
n;Y;
"
= exp[nyy;Inm; + (n; — niy;) In(1 — ;) + In (n;>]
1J1
e n;
= exp{ni[yiln ’ —|—|I’](1—7T,L')]—|—|n( ¢ )}
1 — n;Y;
also,
-
6, = In :
P= G
b(6;,) = In(1+e%) =—In(1-m)
p = 1
w; = "Ny
-
C(ywl/nz) = In '
;Y

Andere mogliche (nicht-kanonische Linkfunktionen) sind:
Probit (Invers Normal) g(7) = ®~1(#n)

"Complementary” log-log g(w) = log(—log(1 — 7))

Alle sind Inverse bekannter Verteilungsfunktionen.



V () fur obige Beispiele

82b(6(1))
96006’

Vi(p) =

Normalverteilung: b(0) = %

V(p) = 1
— VARy[Y] = %V(M)ZJQI

Poissonverteilung:  b(;) = e’

02 (egl, e 69")
0006/

diag(e?)

= diag(\;)

Fy(\) = diag(\)

Wy

V(N =

= VAR@ [Y]



Binomialverteilung: b(6;) = In (1 + eei)

1 1
a<1+6017-.-71+68n)

Vip) = 50
= diag(e ¥ (14 ¢7%) ")
—2
= diag(1 _'WZ’ . <1> )
= diag(m(1 —m;))
= VARylY] = iV(W) — diag(ﬂ-i(l _ WZ))



Weitere Verteilungen in der Exponential-Familie

Gamma Verteilung

: — 1 v Y y—1 —=¢
f(y,u,V)—l_(y) (u) yWle n

Yy, u, v >0

Invers Gaul’ Verteilung

oy = |
y W, o) = e K=Y
QY w Py

Y, e >0

Diese Verteilung modelliert die erste Ubertrittszeit einer
bestimmten Schwelle in einer Brownschen Bewegung (Zu-
fallsprozess) oder die asymptotische Anzahl von Versuchen
In einer sequenziellen Studie.

Form der Verteilungen

Sowohl stetige Verteilungen (Normal, Gamma,...) als auch
diskrete Verteilungen (Binomial, Poisson) sind Mitglieder
der Exponential-Familie.



Kanonische Link-Funktionen

Fur jede Verteilung gibt es eine besondere Linkfunktion,
die kanonische Linkfunktion, wo 6 = n = X (3. In diesem
Fall gibt es suffiziente Statistiken X'y, wie aus der Max-
Imum Likelihood Gleichungen zu sehen ist:

(0,0, Y) =) {% (y:0; — b(0;)) + c(y;, wﬁ)}

i=1 i
Mit w; = w und 86(%’?” = 0 qilt:
X'y =X'I
Verteilung Kanonischer Link
Normal |dentitat N = W;

I I i . —_— Uy — Mg
Binomial Logit n; = log [l—m} = log [ni—m}
Poisson Log n; = log(u;)
Gamma Invers n; = Mi

2 1
Invers Gaul} | Invers n; = 2




Schatzung im GLM ML-Ansatz:
Log-Likelihood eines GLM:

= [ w; p
00,0, Y) = > «— (yif; — b(6;)) + c(y;, —)
i=1 \ ¥ Wi
Wir setzen a;(p) = =, i=1,...,n.

Fur ML-Schatzer flr § setzen wir die Ableitung der Log-
likelihood nach gesuchten Parametern gleich 0O, also
oLl,pY)
o
Mit den gegebenen Parametrisierungen gilt:
0L, Y) _ 0L(0,p,Y)000u0n
o8 080  0Oudnop

O

Es qgilt
o _
op

und die Ableitung
op
an
hangt von der Link-Funktion ab.



ob(0)

Ep[Y] = u(0) =
olY] = n(6) 20
9%0(0) _ iag(— ). v AR
o000 199 a;(p)
Des weiteren qilt
O 92b(H)
- = pr— V
90 0000 ()

Somit erhalten wir mit v; = (V(u));;

0L0i, ¢ Y) _ wilyi — pi) 99i0pi
98; o Ouion; "
w;(y; — ;) Opy

— X;a
vip Oy




Setzen wir nun

an; \ 2
W = diag(vi< "") L
Op; ) w;

= diag(W;)

und

on;

Op;

erhalten wir die Normalengleichungen eines gewichteten
KQ-Problems

zi =0 + (yi — 1)

Flz] =n, VAR[z] =W,
also
X'wlxg=xw-1;

jedoch mit iterativen Gewichten Wi_l.
Losung dieser Normalengleichungen liefert

. ~1
3= (X’W_lX) xX'w1z.
Die Schatzer fir » und p erhalt man dann durch

i=X8, p=g YXB).



