K 13 Wie gut ist der ZGS?
13.1 Wahrscheinlichkeitsmetrik
Um zwei Verteilungen zu vergleichen, benutzen wir
d(F,G) = sup [F(z) — G(z)|
xr
den maximalen Unterschied zwischen den Verteilungsfunk-

tionen. (Es gibt natlrlich andere Moglichkeiten auch.)

z.B. U(0,1) und N(0,1) X ~U(0,1)
Um mit einer standard Normalverteilung zu vergleichen,
nehmen wir

well
ElY]=0 und V[Y]=1
1

fW=5,5 ~—V3<y<V3
B V3+y
1Fw).0) = max 6V, max (o) - 2K

~ 0.057



13.2 Berry-Esséen
Seien X1, Xo,... Uiv. Ist 0 < 02 = V(X;) < oo und
v = E[|X — 3] < oo, so gilt

0.7655~
d(S*, ¢) <
o . . X;—np __ X—
(S;; ist die Verteilungsfunktion von Zgﬁnu = j(/\/%)

13.2.1 Berry-Esséen und die Gleichverteilung
X, ~U(0,1)

1 , 1
= — und = —
=5 T 15

1
15 1.4 1
= ElIX - 51 =2 [(e - 2)%de =
V= BlX 5P =2 [(o - % = o
2
0.8 % =5
d(Sp, ¢) < — 52
(15)2v/n

n=12 = d(S{,,¢) < 0.3



13.2.2 Berry-Ess @en und die Exponentialverteilung
X1 E()
p=Xx1 und o= X2

1 1 " 1
v= E[X" ul®]= 312 1w 2)

0.8 #53(12¢ 1" 2)
%

(3%
1.9316
—Oo——

n

d(SE ¢) $

&

n=12 ' d(S{;,¢) $ 0.5576
n=300 ' d(S3p0,¢) $ 0.1115

n=30000 ' d(S%0000,%) $ 0.01115

Sei F(s) die genaue Verteilungsfunktion fir n = 300 |,
dann sagt das Resultat, dass

IF(s)" ¢(s)|$ 0.1115

H(s) " 0.1115 < F(s) < ¢(s)+0 .1115



13.3 Das Gesetz vom iterierten Logarithmus

{X;} uiv. E[X]=0undV[X]=1

mn
Sp = Z X
i=1
Wir wissen aus dem SGGZ, dass

Sn/n — O fast sicher

und aus dem ZGS, dass

Un = Sn/+v/n — N(0,1) in Verteilung

Wie gross durfen die (sehr seltenen) Fluctuationen von Uy,
sein? Es kann gezeigt werden, dass

S . .
lim sup - — 1 fastsicher (liminf=—1)
n—00 v2nloglogn

Der Satz gilt auch for { X;} u.i.v. im allgemeinen. Zum Be-
weis mul3 gezeigt werden, dass das Ereignis

Ap = {Sn > cv2nloglogn}

unendlich oft passiert fir ¢ < 1 und nur endlich oft fir
c > 1 mit Wahrscheinlichkeit 1.



13.4 Das Arcussinus Gesetz

Sei P(X;i=-1)=P(X;=1)=0.5
und
In
Sn — X|
i=1
Sei Mnh(X1,X»,...,Xn) die Anzahl jener Partiellsummen

Sk, die positiv sind, dann gilt

$ 4 1
<b — % dx
n al x(1-x)

< Mn(X]_,...,Xn)

P

die Arcussinusverteilung tber (0,1).

Oder in anderer Form.
Sei Loy = max{2n < 2N : Sy, = 0} der Zeitpunkt
des letzten Nullpunkis. Fir alle 0 <a<b < 1 gilt
$
L b 1
im P(a< 2N <p) = % dx
N —oo 2N al x(1-=x)




Beweis vom Arcussinus Gesetz

(1) Sei Gn, = (52, = 0,5, # 0fur1 < k < n), die
erste Rickkehr zu O nach 2n Schritten und sei

wy, = 2—2n <2nn)

dann ist
P(Gn) = up_1 — un
Man veranschaulicht die Pfade von
S1=1bis Sy, 1 =1
und von
S1=-1bisSy,_1 =1

Mit Hilfe des Reflexionsprinzip fallt das Resultat aus.

(2) Sei G>n = (Sy,, Z O fir 1 < k <n), keine Rickkehr
wahrend der ersten 2n Schritte.



(3) Sei P(Lony = 2n) die Wahrscheinlichkeit dass die
letzte RUckkehr nach 2n Schritten passiert und dass es
keine weitere Ruckkehr bis nach 2N gibt.

— Un *UN_n

v 208 2(N — 1)
=2 QN(n)((N_n))

Mit Hilfe der Stirling Formel

n!l ~ V2rnn"e "
folgt das Resultat.



Wahrscheinlichkeitstheorie bis Dez 2008

1. EinfUhrung
Ereignisse, Interpretationen, Axiome

2. Kombinatorik
Permutationen und Kombinationen
Urnen, Zellen, Runs

3. Diskrete Zufallsvariablen
Binomial, Poisson, Geometrisch...

4. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
Unabhangigkeit, Bayes, Genetische Anwendungen

5. Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktionen
Summen von ZV, Verzweigungsprozesse

6. Einschluf3-Ausschluf3 Formel



10.

11.

12.

13.

. Wahrscheinlichkeitsmaf3e mit Dichten

Wahrscheinlichkeitsraume, Verteilungsfunktionen und
Dichten, Mef3bare Funktionen
Erwartungswerte

. Modellierung

Parameter, Korrelation
Funktionen von ZV, Kombination von ZV

. Bedingte Wahrscheinlichkeiten fur stetige ZV

Momente und Charakteristische Funktionen

Ungleichungen
Markov, Tschebychew

Grenzwertsatze
GGZ(schwach), ZGS, Konvergenz, SGGZ

Wie gut ist der ZGS?
Berry-Esséen, iteriertes Logarithmus, Arcussinus



K14 Verteilungen von Ordnungsstatistiken

14.1 Dichten von Ordnungsstatistiken

Xq1,Xo,...,Xn u.iv. mit Dichte f(x)
Die gemeinsame Dichte ist

n
1] f(zy)
i=1
Wir setzen die Daten in aufsteigender Reihenfolge:

:C(l) < 513(2) < ... < x(n)
und betrachten die Zufallsvariablen Y, =X ()

Dann gilt

Yy Yo, v W1 y25 - yn) =0 ] f(y;)

und die Marginaldichte fur Y7, ist
Yk Y2 [0 0

Frilo) =ntf ) [ [T T fpy,
—00 —00 JYp_1 Yk £k

weil wir Uber alle andere Y); unter Aufrechterhaltung der
Reihenfolge integrieren mlssen.



Die Integration trennt sich in zwei, die Werte kleiner als y;,
und die Werte groBer als y,. Man muss sie den Reihen
nach durcharbeiten und die folgenden Resultate sind sehr
hilfreich:

Y " _ F(y)mri
/_OO F@O™f(Ddt ==
o m _ (1-F(y))mt!
/y (1= F@)"f(tydt = ==

Daraus folgt, dass

n! — _
NACAES (n Ik = 1)!(1—F(y)) “Fy) ()
=nf)( PGP IA-FE)E (D)

Wir wahlen 1 aus n, multipliziern mit der Dichte f(v),
wahlen (k — 1) aus den verbleibenden (n — 1) und ver-
langen, dass diese alle < y sind, wahrend die anderen
(n — k) alle > y sind.



14.2 Die Verteilungsfunktion einer Ordnungsstatistik

P(Yk <z und Yk—l—l > x) — (:)F(Cv)k(l _ F(:lj))n_k

P(Y, <) = i ( JF(@)*(1 = F(z))" "

14.3 Warum sind Ordnungsstatistiken vom Interesse?
e Maximum — der hochste/beste Wert
e Minimum — der niedrigste/schlechteste Wert
e Median

Sport, Wetter, Rekorde

Ordnungsstatistiken hangen von n (der StichprobengroBe)
ab.



14.4 Minima und Maxima

Minimum
Frnin(y) = nf(y)(1 — F(y)"*
P(min <y) =1 — P(alle > vy)

Frin(p) =1-Q - F(y)" (1)
Maximum

fmax(y) = nf(y)F(y)" !

P(max < y) = P(all < y)

Fmax(y) — F(y)n (2)

zB: X~ E())
Fmin(¥) = nxe™™  ~ E(n))

n—1

Ffmax(y) = nie M (1 — e_ky)

11
> =

1
E[min] = — und E[max] =
nA =1t

> |



14.4.1 Maxima von normalverteilten Zufallsvariablen
Fmax(il?) — F(w)n

X; ~ N(p, )

Fz) = & (“3_“)

o

zB. X ~N(5,1)
F(8) = ®(3) = 0.99865
Frmaxo(8) = ©(3)1° = 0.98658
Fraxg(8) = ®(3)%° = 0.97334
Frmaxy00(8) = @(3)199 = 0.87364

Frmaxqg0o(8) = #(3)19%9 = 0.25901

Die Wahrscheinlichkeit eines Werts grof3er 8 ist 0.00135,
aber die Wahrscheinlichkeit, dass das Maximum aus 100
unabhangigen Stichproben groBer 8 ist, liegt bei 0.1264
und far 1000 ist die Wahrscheinlichkeit knapp unter 0.75.
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Dichten von Normalverteilung Maxima: N(0,1) (n=10,20,100) & N(0,2) (n=10)




14.5 Die Verteilung des Medians
Wir mussen zwei Falle nach der GroBe der Stichprobe
unterscheiden:

n=2m-+1 und n=2m

Firn = 2m 4 1ist Yy, 41 = X(,41) der Median und

1Y, 1 (W) = <2m+1>f<y>( VE@)™A - Fy)™

Fir n = 2m wird der Median als %(X(m) + X(m+1))
definiert. Wir brauchen zuerst die gemeinsame Dichte von

X (m) Und X (1)
FYon Ypq (U, 0) =

(" A F@m A - Ry

( ) ()

Dann mussen wir die Dichte von W = %(Ym + Y41)
unter der Bedingung Yy, < Y, 1 berechnen.



14.6 Ordnungsstatistiken und Rekorde
P(Maxausn>r)=1-—F(r)"
Exponentialverteilungen
X~EM\) =Pmax>r)=1—(1—e )"
Gegeben zwei Teilnehmer mit Leistungsverteilungen
X ~EMAg)undY ~ E(Ap)

und n. Chancen flr beide, wie grof ist die Wahrscheinlich-

keit, dass Y gewinnt, wenn L~ 1o
Aa T AB

P(maxY > maxX) = /P(maxX = tund maxyY > t)
t

o0
— /O nAge M1 — e~ =11 _ (1 — ¢ 2BYM)dy

Um die Frage zu beantworten: ”Ist Y besser als X, wenn
max X > maxY?”, brauchen wir apriori Verteilungen fur
>‘A und )\B.



14.6.1 Normalverteilungen

Sei Leistung modelliert als
X; ~ N(pi,o?)

Eine Moglichkeit far die Verteilung von p unter der Bevolke-
rung ware

p~ E(X)

d.h. die meisten bringen nichts oder sehr wenig, aber es
gibt einige ausgezeichnete.

Die Leistung von einem unbekannten an einem Tag hat
die Dichte

1 3

f(:v)—/ re M e

1 A
— e Mo t3N0% (1 _ (27 T Ty

Die aposteriori Dichte fur | X; = «x ist nach Bayes

fx|pn)g(p)

k) = g dn
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eine Normalverteilung N (z — Ao2, 02), die auf [0, co) be-
schrankt ist.

Da wir annehmen konnen, dass die Schwacheren nicht
daran teilnehmen, kdnnten wir g(1) ersetzen mit

h(p) = Ae AMp—a) Lt > a
0 sonst

Aber nicht alle Guten nehmen daran teil, so dass eine wei-
tere Verfeinerung ware

1—eb—a) 5 g
0 sonst

P(Teilnahme|w)
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Vergleich zwischen N(mu=5) und N(mu exponential-verteilt)




