K 16 Verteilungen fir die Statistik

Seien

Zufallsvariablen und

Statistiken, die aus { X;} berechnet sind. z.B.
1 n
Wy ==-)> X,
ni=1
W2 — maX{Xl, .. ,Xn}

W3 =

12 .
. d (X —X)
i=1

n_

Jede W; ist eine Transformation der {X;} und deshalb
auch eine ZV. Wenn wir annehmen, dass die {X;} u.i.v.
sind, konnen wir im Prinzip die Verteilungen von allen mogli-

chen Wj ableiten.

Um Stichprobenwerte zu beurteilen, brauchen wir die Ver-

teilungen der entsprechenden Statistiken.



Statistiken aus Stichproben
Sei X eine ZV mit Dichte f und Verteilungsfunktion F..

Seien {X;;7 = 1,...n} eine zufallige Stichprobe aus X.
= {X;} u.i.v.

Statistiken sind Zusammenfassungen der Daten aus der
Stichprobe.



16.2 Resultate fur alle Verteilungen
16.2.1 Verteilung von X

Der ZGS besagt, dass fur n — oo

2
X — N, )
T

unabhangig von der Form der Verteilung der { X }.
16.2.2 Verteilung von max X

Flar X; mit Verteilungsfunktion F'(x) hat
Y = max X

die Verteilungsfunktion

G(y) = F(y)"



16.3 Die x7 Verteilung fir X2 und Quadratsummen

X ~N(0,1) = Y=X?~x?

Seien ¢g(y) die Dichte von Y = X2 und G(y) die Vertei-
lungsfunktion von Y.

Gy(y) = P <y)
P(X? <y)
P(—/y < X < /y)
= 1-2®(—y)
_ 1 1 1,
g(y) = 7 N

eine x% Dichte.

Die Chiquadratverteilung mit k Freiheitsgraden, x%, hat
die Dichte

_16_

Nl

NS

flz) = - (%) N

mit Erwartungswert £ und Varianz 2k.



Die charakteristische Funktion fir Y ~ X% ist
k
(1 —2it) 2
Far die Chiquadratverteilung gilt
wenn Y7 ~ Xil Y> ~ X%Q unabhangig

Y1+ Yo~ X%H—kz

weil aus den c.f.’s folgt

Kk _ko _ky+ko
(1 —2it) 2 x(1—2it)" 2 =(1—2it)" 2




16.3 Die Gammaverteilung

Eine gammaverteilte ZV " (A, v) hat die Dichte
1
— \Y v—1_—A\y
f(y) YO

11 . 1

JEOREE
=34

Der Erwartungswert und Varianzvon Y ~ ["(\, v) sind

<
NN
I

E[Y] :% und V[Y] = %

Die charakteristische Funktion fir Y ~ I"'(\, v) ist

(-5



Die Gammaverteilung hat auch die wichtige Eigenschaft,
dass

far Y7 ~ I‘(A, Vl) Yo ~ I‘(A, VQ) unabhé’mgig

Yi+Yo~T (A vy +v2)

weil aus den c.fs folgt

1\ V1 1A 1\ ~V1—2
(1-3) (-3 =03
A A A



16.4 Die Verteilung von s2 fiir X ~ N (0, 1)

n
> X7~
i=1
wenn alle { X;} u.i.v. ~ N(0O, 1), weil die Summe von zwei
unabhangig x2-verteilte ZV auch y2-verteilt ist. Aber
> 1 &

S (X — X)?

n—1;3

S

ist NICHT die Summe von n unabhangig verteilten ZV.

Helmert hat die folgende orthogonale Transformation vor-
geschlagen:

1
U = \/—i(Xl — X2)
1
%(Xl + Xo — 2X3)

3
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>
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n n
Orthogonal heiBt fur U; = 3. ¢;; X, gilt 3. cjjei = d5



Die {U,} sind alle lineare Summen von u.i.v. Normal ZV,
und deshalb sind sie auch normalverteilt:

VIiU;] =1

n n
Y (Xi—-X)2 = Y X7 -nX?
1=1 1=1
n
= > Uf-Uq
1=1
n—1
— U?
1=1

Da die {U;} u.i.v. N(0O, 1) sind, folgt

(n—1)s% ~x2_4



16.5 Die Verteilung von s= fiir allgemeine N (u, 02)

Gegeben {X;} u.i.v. N(u, o0?)
Xi— p

o

= {Z;} uiv. N(0,1) fir Z; =

Z ~ N(0,1/n) = X ~ N(0,0%/n)

n
N (Zi - 2)° ~ X2
i=1

2 2
= (n—1)s% ~ x5H_1

s = n—lZ(X X)?
= 232
(n—l)sgf 5
= > ~ Xn—1

o



16.6 X und s2
16.6.1 Die Unabhangigkeit von X und s2 fiir X; ~ N(u, 02)

Fur {X;} u.i.v. N sind X und s? unabhangig. Student
(W.S. Gosset) hat es erraten und Fisher hat es bewiesen.
Die gemeinsame Dichte von den {U;} ZV, die durch die
Helmert Transformation gewonnen worden sind, ist

1 2
FQut,. . un) = cem2 20

da die {U;} u.iv. ~ N(0,1)

n—1
—5( Y uZ+u3)
—ce =1

_ o 3((n=1)s2+n72)

= g(s*)h(Z)

= Unabhangigkeit



16.6.2 Die Verteilung von X und s2 fiir n = 2

X1, X5 u.i.v. mit Dichte g(:z:)

fxyx,(z1,22) = g(z1)g9(x2)

_ 1
X = §(X1 + X5)

2 _ 2
s< = 2_12()( X)

= §(X1 — X»5)?

Um die gemeinsame Verteilung von X und s2 zu untersu-
chen, setzen wir

1 _
Y] = E(Xl ‘|‘X2) = X

1
YQ :—(Xl —XQ) —
V2

95, (T, ) = g(Z + %)y(f = %)ﬁ
weil |J| = /2

Offensichtlich sind X und s2 im allgemeinen nicht unabhangig.



16.6.3 Beispiel fiir X und s2
X ~E)
g(z) = A
gz.(T,s) = V22 2AT
0<X wund |[s]<V2X

Die Marginaldichte von X ist

V27T
Wz) = / g%.(%, s)ds
_\/55

— V2)\2e7 270, /2%

Obgleich g (7, s) s nicht enthalt, sind X und s nicht un-
abhangig. (N.B. Wir haben hier mit s = +v/s2 gearbei-
tet, weder mit s2, die Stichprobenvarianz, noch mit |s|, die
Standardabweichung.)



16.7 Kleine Stichproben

Der ZGS ist fur n groB3 gultig. Was kann man mit kleinen
Stichproben machen?

Student zeigte, dass
_X-u
 s//n

eine t-Verteilung mit (n — 1) Freiheitsgraden hat, wenn

T

X; wiv. ~ N(u,02)

Die t-Verteilung hangt von (n — 1) ab. x und o spielen
keine Rolle. Dadurch konnen wir Aussagen Uber T" ma-
chen, sogar wenn beide Parameter der Verteilung, 1 und
o, unbekannt sind.



16.8 Ableitung der ¢t-Verteilung

Um die Dichte von
_X—up
s/v/n
fir {X;} u.iv. ~ N(u,0?) zu finden, benutzen wir die
folgenden drei Resultate:

T

(1) X ~ N(p,0°/n)

(n—1)s? 5
> ~ Xn—1

(2)

o

(3) X und s sind unabhéngig.

Wir schreiben

G
Sy
far
X. _
v, =22 N(o,1)



16.8.1 Transformationen fur die t-Verteilung
R=+vnY

U=(n—1)s%

U 2
V = pm
n—1 Y
W:\/V:SY
r=1
%%

Fur die letzte Transformation benutzen wir das Resultat:
X und Y unabhangig mit Dichten f(x) und g(y).
Fur Y > 0 hat T = - die Dichte

h(t) = /f(ty)g(y)ydy
0
P(T<t)= [ [ f@)g@)dady

mit B = {(x,y) : x < yt}. Wir setzen »r = x/y und

par<n=[ [*fopgwvaydr= [ n(rar

©@



16.8.2 Dichten fur die ¢-Verteilung

1 _1.2
fr(r) = Noral
gu(u) = —— : 1 T
"2 ("3)
1 n=3 _ (n=1)v
() = 55— (n—1))"2 e
22T ("3)
—1 n—3
ow(w) = DU (0 - 1)u?)'T e
22T (75
1 00
1 (n—-1)2 1,22 1 _Ll(p_1),2
hr(t) = — e 20 Yyt e 2 Y
0= e |
r(2) 1 ( t2
= h(t) = 2 1+
2 r(sHr) vn—1 n—1




16.9 Verteilungen fur Varianztests

Seien V ~ x2, und W ~ x2 unabhéngig, dann kann man
zeigen, dass

_Wim)
P =y ~ e

wo die Dichte einer F, ,, Verteilung ist, fur z > O

m
2 L

r(m—l—n) %

2 m2 n
r(5)r(s) (n_+7nw)m§”

NIS

hmn(ﬂ?) —

Anwendungen
(1) Der Vergleich von zwei Varianzen

(2) Die Varianzanalyse



