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3.9 Poisson Verteilung

3.9.1 Formeln

pr=e*M/k!l k=0,1,2,.. (3.9.1)

po=e”

P(X=k) =e” Tix MN/KI=T,(A) ()
PX=r1 | X=k)=pr /Lisk Pi
P(j<X<k)= [A) - [y (M)
E[X]=h

VIX]=A

*) T(\) =, e t<1dt/ (k-1)!

vk, A) = [;* e t“'dt ist die (untere)

unvollstindige Gammafunktion



3.9.2 Anwendungen —
Poisson Verteilung

1) # Unfalle —
z.B. Todesfélle nach Huftritte von
Pferden in der preufSischen Armee

14 Korps 1875-1894 196 Todestdlle
Das Gesetz der kleinen Zahlen

L. von Bortkewitsch (Teubner 1898)
2) # Fehler — z.B. Tippfehler

3) Toreim Sport (?)

4) Bombenverteilung in London
(Feller s. 160)

5) # Anrufe
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Beispiel 3.9.2 (4)
Bomben in London (V1 und V2)

Das Gebiet von Stid-London wird in
576 kleinere Gebiete von je 0.25 km?
aufgeteilt. Die Tabelle zeigt die Anzahl
Gebiete N, in denen genau k Bomben
getallen sind.

k N, Poisson(k; 0.9323)

0 229 226.74
1 211 211.39
2 93 98.54
3 35 30.62
4 7 7.14
>b 1 1.57

A wird durch 537/576 geschatzt.

Wie soll man dieses Resultat deuten?



Eine wichtige Begriindung in vielen
Anwendungen ist die folgende
Eigenschaft der Poisson Verteilung:

Satz 3.9.2

X, Y Poissonverteilte ZV mit Parametern A A,
X ~PA,)undY ~ P(\,)

X, Y unabhingig => X+Y ~ P(\;+ A,)

Beweis

Entweder mit

(a) Faltung

oder

(b) Wahrscheinlichkeitserzeugende
Funktionen



3.9.3 Die Poisson Verteilung als eine
Approximation fiir die Binomialverteilung

X ~B(N,p)
P(X=k) = N!/[k!(N-K)!] p* (1-p)™*
Sei Np = A, dann ist X ~ B(N, A/N)

P(X=k) =NC, (N (1-0/N)N(1-A/N)¥

Fiir N -> o und A konstant, gilt
P(X=k) -> AX/k! e?
eine Poisson Verteilung

Man findet auch

,Fir N -> oo, p -> 0 unter der
Bedingung, dafs Np -> A, ist P(Np) eine
gute Approximation fiir B(N,p).”
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3.9.4 Die Poisson Verteilung ist
die Zufallsverteilung

Sei p,(i) = P(i Ereignisse im Zeitintervall t;)
P.(j) = P(j Ereignisse im Zeitintervall t,)
wot,Nt, = und
po(n) = P(n Ereignisse im t,=t, U t,)
Dann py(n) =Y, p:(1)”" p,(n-i)

Wir mochten, daf3 die Verteilungen {p,(i)}
alle dieselbe Form haben.

Wir nehmen an, daf§ die Ereignisse rein
zufdllig und unabhéngig von einander sind.

=> Die Wahrscheinlichkeit ein Ereignis in
t, fallt, gegeben, dal esint=t, U t,
fallt, ist



a:tl/to

Dann gilt | |
Pl(i)* Pz(n'i) = nCial(l'a)(n R Po(n)

Insbesondere haben wir

Pl(n)* Pz(o) =a” Po(n) (=> Pz(o) >()

und

p,(n-1)* p,(1) = na™(1-c)py(n)
[p,(1)/p,(0)] [o/(1- )/

pi(n)/p,(n-1)
Fliirn=1
[p:(1)/p:(0)]/ a = [p(1)/ px(0)]/(1- @) = ¢
—>p,(n)/py(n-1) = o/

pi(n) = (ac)*/n! p,(0)

eine Poisson Verteilung mit A = ac





