Diskrete Verteilungen — Rekapitulation

H: Hypergeometrische — ziehen ohne Rucklegen

B: Binomial — Wieviele Treffer aus N?

G: Geometrische — Wieviele Versuche bis Erfolg?

NB: Negative Binomial — Wieviele Versuche zum r. Erfolg?
P: Poisson — Wieviele Ereignisse?

B, G, NB, P — alle nehmen Unabhangigkeit an.

und Spezialfalle wie Benford’s Gesetz:

Die Verteilung der ersten Ziffer in Zahlen ist

1
P(erste Ziffer = n) =log190(14+—-) n=1,...9
n



K7 WahrscheinlichkeitsmafBe mit Dichten
7.1 Ereignissraume

Ein endlicher Raum ohne Reihenfolge:

(rot, schwarz, blau)

Ein endlicher geordneter Raum:

(17 27 37 47 57 6)
Ein abzahlbarer Raum:

(0,1,...)
Ein nichtabzahlbarer Raum:

[0, c0) oder [0, 1] oder (—oco, c0)

Bis jetzt haben wir hochstens abzahlbare Ereignisraume
betrachtet. Diskrete Zufallsvariablen konnen wir als Abbil-
dungen auf N betrachten. Bei unendlichen nicht-abzahl-
baren Rdumen 2 werden wir darauf verzichten, P(A) fur
alle A € €2 zu definieren. Wir wollen mit kontinuierlichen
Zufallsvariablen arbeiten kénnen, die auf (—oo, co) defi-
niert sind.

z.B. Lange einer Krankheit, Betriebsergebnisse, Me3feh-
ler, Wartezeiten, Schadenssummen, Wasserverbrauch, ....



7.2 o—Algebren

Def 7.2.1 Sei 2 # () beliebig. Eine Familie von Teilmen-
gen von €2, A, heiBBt o-Algebra, wenn gilt:

Qe A
Ac A= A°c A

00
A1,A>,... € A= U A, e A
i=1

Dann folgt ® € A und ﬁ A e A
i=1

Lemma 7.2.2
Sei I # () eine beliebige Indexmenge und sei fir alle i €
I, A; eine o-Algebra in 2. Dann ist das System

Ar= (] 4
i=1
aller Mengen A € <2, die fur alle  zu A; gehoren eine

o-Algebra.
Beweis: (1) QeA,=0QecA;

(2)Ac A;=Vi A€ Aund A°€ A, = A° € A;
(3) wie (2)



Satz 7.2.3

Sei 2 #= () und F eine beliebige Familie von Teilmengen
von 2. Dann gibt es unter den o-Algebras, die F enthal-
ten, eine kleinste A(F), die Familie aller Mengen A die
zu jeder o-Algebra in €2 gehoren, welche F enthalt.

Beweis

Es gibt mindestens eine o-Algebra, die F enthalt, die Fa-
milie aller Teilmengen von 2. Ist {4, : i € I} eine be-
liebige Indizierung der o-Algebras, die F enthalten, so ist
= 0 und A(}—) = A].

Beispiel:

Q=R"
und F die Familie aller nach links halboffenen Intervalle
(a,b] ={z=(x1,...,2n) ER" 1 aq; < x; < b;,i=1,.n}

B .= A(F)

ist die Borelsche o-Algebra in R"™



7.3 Wahrscheinlichkeitsraume

Def 7.3.1

Ein meBbarer Raum ist ein Paar (£2,.4) bestehend aus
einer nichtleeren Menge <2 und einer o-Algebra A von
Teilmengen von 2. Ein WahrscheinlichkeitsmaB P ist ei-
ne auf A definierte Funktion mit Werten in [0, 1] welche
den folgenden Bedingungen genugt:

P(A) >0 VAc A

P() =1
P ist o-addity, d.h. fur disjunkte A1, A>,... € Aqilt
©.@) (©.@)
P(lJ A) =) P(4)
i=1 i=1
(2, A, P) heiBt Wahrscheinlichkeitsraum.




7.4 Verteilungsfunktionen und Dichten

7.4.1 Definitionen

Eine Funktion F auf R mit Werten in [0, 1] heiBt
Verteilungsfunktion, wenn sie rechtsstetig und monoton
wachsend ist (nicht notwendig strikt monoton) und wenn
far

x— —oco F(x) —0

x— oo F(x)—1

gilt.

Ist P ein WahrscheinlichkeitsmalB auf R und setzt man
F(x) = P((—o0,x]), soist F eine Verteilungsfunktion.
Umgekehrt

P((a,b]) = F(b) — F(a)

Eine Dichte auf R ist eine nichtnegative Funktion mit

/O:O f(x)de =1

Das Integral mufB3 wohldefiniert sein: f muB3 stetig bis auf
hochstens endlich viele Sprungstellen sein.



Ist f eine Dichte, dann ist

P)= [ ()t

eine Verteilungsfunktion. Die Wahrscheinlichkeit von
Intervallen is durch

P b)) = [ ftyat
gegeben.

Ist ' eine beliebige stetige Verteilungsfunktion auf R, die
auf dem Komplement einer endlichen oder leeren Menge
C' stetig differenzierbar ist, so wird durch

) = dd—xF(x) r € R\C

eine Dichte f zu F definiert.

Ist (a,) eine wachsende Folge mit a,, < b, die gegen b
strebt, so ist {b} der Durchschnitt der (a, b] und die tGber
diese Intervalle erstreckten Integrale streben gegen O.

= P({b}) =0 Vb
Kein Ergebnis b € R hat positive Wahrscheinlichkeit.



7.4.2 Beispiele von Dichten

e Die Gleichverteilung (z.B. Zufallszahlen)

1
f(z)=—— a<z<b
b—a

Insbesondere

flz)=1 0<z<1

e Die Exponentialverteilung (z.B. Zeit zum Ereignis)

flz) =X ™™ >0

e Die Normalverteilung (z.B. MeBfehler)

e_ 202 — o< r<ox

flz) =




