8.8 Funktionen von Zufallsvariablen
Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte f(x) und ¢(x) eine
reellwertige Funktion, suchen wir die Verteilung von

Y = ¢(X)
(7) den Wertebereich von Y bestimmen
(47) die Verteilungsfunktion von Y, G(y) finden

G(y) = P(Y <y)

= P(¢(X) <)
(ii) g(y) = 4

Beispiel
flz) =322 0<z<1

¢(z) = 109.(x)
(1) VY=10g.X = —-c0o<y<O0
(i) Gy(y) =P(loge X <y) = P(X < e¥) = e
(ii1) g(y) =3¢ —o0<y<O0

— 0 sonst



8.8.1 Die Verteilung einer Verteilungsfunktion

¢(z) = F(x)
(7) Y=F(X)=>0<y<1
(17) Gy(y) =P <y) = P(Fx(X) <y)
Nehmen wir an, dass F'y (X ) umkehrbar ist

= P(X < Fy'(y))
— Y

=Y ~U(0,1)

Wenn die Verteilungsfunktion von einer Zufallsvariable X
umkehrbar ist, ist '(X) eine gleichverteilte Zufallsvaria-
ble.

8.8.2 Formel
Im allgemeinen, flr ¢(x) umkehrbar und strikt monoton
und differenzierbar gilt

g(y) = f(o~ () (1)

Oz
Oy



8.8.3 Die Ungleichung von Jensen

Sei X eine Zufallsvariable, E[X] < oo und g(x) eine kon-
vexe Funktion

[3 Aa) st g(x) > g(a) + Aa)(x —a) Va]
Dann gilt E[g(X)] > g(E[X])

Beweis:
Setzen wir a = FE[X]
g(z) > g(E[X]) + AM(E[X])(z — E[X])

Elg(X)] = g(E[X]) + AME[X]D(E[X] - E[X])



8.8.3.1 Jensen Beispiel

Sei
g(z) = —logzx
= FE[—-log X] > —log E[X]

Ellog X] < log E[X]

Sei P(X = z;) =p; ©+1=1,...n x; > 0 Vi
n n

log E[X] =log > xz;p; > E[log X] = ¥ p;logz;

=1 =1
n n

= > x> ]
1=1 1=1

Furp; = 1 Vi haben wir bewiesen, dass

der arithmetische Mittel > der geometrische Mittel



8.8.4 Nichtmonotone Funktionen
$(z) = 22

fur X ~U(—1,1)

£(z) 05 —-1<z<1

O sonst

Wertebereich fir Y = X2ist0 <y < 1

G(y) = P(Y <y)

P(X? <)
P(—/y < X < /y)
F(\y) — F(—/y)
= g(y) = b

2y



8.9 Kombinationen von Zufallsvariablen
8.9.1 Faltungen

Seien X1, X» unabhangige reellwertige Variablen deren
Verteilungen Dichten f1, fo haben. Die Verteilung von S =
X1 + X5 ist

P(S <s)= // f1(x1) fo(zo)da1das
r1+x2<s
Mit der Substitution
u=x1+x> UV=21Io

Pis<s)=[ ([T a-vp@d)du

0

filu—v)f()de (1)

heiB3t die Faltung von f1 und f> und ist die Dichte von
X1+ Xo.

(f1+ f2) () = |



8.9.2 Exponentialverteilungen

X~FE) Y~E) uiw
W=X+4+Y
h(w) = /Ow Ae A\~ AMW—2) gy
22—
Far

X;~E\) i=1,...n uiw

gilt im allgemeinen

n
W =) X;~ Erlang(n,\)
i=1

eine Sonderform der Gamma Verteilung

()‘)T r—le—)\w

h(w) = I_(ﬂw




8.9.3 Gleichverteilungen

X ~U(0,1) Y~U(,1) uiw.

W=X+4Y
mit Wertebereich

O<w<?2

Mw>=bg7@mw~mmeSwg1

w
=/d:c
0]

[
S

— [ f@)gw—a)dr 1<w<?2

w—1

1
— / dx
w—1

= 2 —w



8.9.4 Normalverteilungen cf. 57.4.4

X ~N(0,1) Y ~N(0,1) uiv.

W=X+Y

©.@)
h(w)=/ 1 e 3% 1 e~ 3(w=2)%q,
— OO

V2T V2T
©.@)
_ Qi / e—%(2:1:2—2:1:10—|—w2)daj
T o
2
222 — 2w + w2 = \Ew—i —I—lw2
V2 2
1.2 o0
—zW _ 1l /op_ w2
h(w) = 62 / e 2(Va V3 dx
T — OO

1.2
e 4%

Setzen wir s = v/2z — “= dann ist h(w) = und

V2 2y
W ~ N(0,2)



8.9.5 Normalverteilungen im allgemeinen

X ~ N(u1,07) Y ~ N(up,03) unabhéngig
=W =X+Y ~ N(ui + p2,0% + 03)
Weiterhin gilt

V=X-Y ~N(u — pp,01 + 03)

und fir {X;,i = 1,...n} uiv. mit X; ~ N(u, 02)

n
W=)>) X;~ N(np, no?)
1=1
Aber fur W = nX qilt

W ~ N(nu,nc?)

, 1 & ,
Fiur W = oy > X qilt
1=1
2
o
W~ N(p,—)
n



8.9.6 Beispiele cf. 8.3
Leute im Aufzug
Sei W; das Gewicht einer Person 7 und sei

Wi ~ N(/,L, 02)
Das Gesamtgewicht von n (unabhangig ausgewahlten)
n
Leuten W = > W; hat dann die Verteilung

1=
N(np,no?)
Wir suchen n, so dass fur eine vorgegebene Grenze L

P(W < L) > 0.999

Erlaubtes Gepack
Gegeben N Sitze und eine Gesamtgewichtsgrenze flr Pas-
sagiere und Gepack von T', suchen wir b so dass

N
P(W=)> W;<T-bN)>0.999
1=1

Schokoriegel

Sei V das Gewicht eines Schokoriegels und V ~ N (u, o2).
Auf der Hulle steht das Gewicht s. Wir sollten ¢ und o so
setzen, dass P(V > s) > 0.95.



8.9.7 Beispiel — Gleichverteilung

Ein Stick Holz der Lange 1 wird an einer zufalligen Stel-
le gebrochen. Es bleiben zwei Teile, X und Y = 1 — X.
OBdA X >Y.

Wenn wir eine Gleichverteilung flr die Bruchstelle anneh-
men, ist die Dichte von X

f(x) =2 0.5<x<1

Wir konnen Fragen beantworten, wie
P(X >2Y) =
P(X-Y >0.5)=

P(X und Y > 0.3333) =

Wenn wir den groBeren Teil nochmals zufallig brechen
und den groBBeren Teil davon Z nennen, was ist

P(Z>Y)?
Die Dichte von Z

2
9(z) = = <z<z
xXr

N | &



T

1
P(Z>1—X):/2 / 2 4zda
£r

% max(3,1—x)

w>1 wenn >2
2 3

2

= [8 - 4loga]} + 7

NI WIN

3
= 2 —|—4IogZ = 0.8493



