9.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten im stetigen Fall
(cf. §4.1 - 34.3 fur den diskreten Fall)

Sei fyy(x,y) die gemeinsame Dichte der Zufallsvaria-
blen X und Y. Aus Satz 7.7.1 gilt, dass

fxy(z,y) = fx(z)fy(y)

nur, wenn X und Y unabhangig sind. Sonst verwenden
wir

Pz < X <zp) = /xz/yfxy(w,y)dydw

L1

= [ 7] frix@la)rx(@)dyde

=/ ( / fY|X<y|:c>dy> fx (@)dx
= [ ix@)ds

L1
fx (x) ist die Randverteilung (Marginalverteilung) von X
fyx (y|z) ist die bedingte Verteilung von Y[.X



9.2 Bayes im stetigen Fall

_ Ixv(z,y)
fxy (zly) = o
oder
fxy(zly) = fyixle) fx(z)

Jo fy1x Wle) fx (@) da

z.B. Die Leistungen zwei Sportler, A und B, werden im Vor-

aus mit den Verteilungen f4(t4) und fp(tp) geschatzt.
Wenn Sie nachher nur die Information haben, dass A tatsachlich
einen kleineren Wert als B erreichte, wie sieht Ihre Vertei-

lung flr A dann aus?

faCta) Iy fe(tp)dip

talt t =
FUANA<TB) = 1 e () I (i) dipdi s

Mit T4 ~ E(A4) und Ty ~ E(Ap) findet man

Fltalta <tp) = (Ag+ Ag)e”Patis)



9.3 Langen von Intervallen und Wartezeiten

9.3.1 Durchschittliche Intervalll ange Sei die Dichte der
Lange eines Zeitintervalls, X, f(x) sein (x > 0). Wir
wahlen per Zufall einen Zeitpunkt aus, wie grol} ist das
Intervall um diesen Punkt?

g(y) cyf(y) = yg&])
well
/g(y)dy =1 und /:L‘f(:l:)d:c = F[X]
Yy x
Dann

E[X?] _ VI[X]+ B[X]?
E[X] E[X]

BIY] = [ 42/ (y)dy =

2B, X ~E(\) = E[Y] = §

Der Durchschnitt der getroffenen Intervalle ist zweimal so
lang wie das durchschnittliche Intervall.



9.3.2 Verteilung von Wartezeiten

P( Wartezeit <t|Lange =y) = 1 y <t
t

y>t
Yy

Hier wird angenommen, dass die Ankunfstzeit innerhalb
eines Intervalls gleichverteilt ist — was sollte man sonst

annehmen?

H(t) =

und
dH
dt

P( Wartezeit <1t)
[ o@ay+ [~ Latw)e
Ogy Yy ] ygy Yy

/Ot Li(i(x)dx + /too if(a:)daz
i (/O xf(x)dx + t(1 — F(t)))

HX

A(t)
L oar® +1-F@) - tr@)

5
1 — F(t)

HX

WO ,UJX:E[X]



Wartezeiten Beispiel

Sei X ~ E(\)
flz) = xeM
1
h(t) = —e M
mx
= de M

also auch E()\). Dank der Symmetrie hat die Zeit seit dem
letzten Bus auch die Exponentialverteilung.

Ist es moglich, dass E[Wartezeit] > E[Intervalllange]?

(1 — F(t))
E[W] = / dt
0
_ [1t2?1X— F(t)]oo—i—L/OOth(t)dt
pux L2 0 2ux J0
_ 1E[X?]
2 E[X]

= E[W] > E[X] wenn E[X?] > 2E[X]?

z.B. in der Familie

fz) =pre ™ + (L —plue ™ 0<p<1
Mischungen von Exponentialverteilungen



10 Momente und Charakteristische Funktionen

E[X*] ist das k.Moment einer Verteilung.
E[(X — E[X])¥] ist das k. zentrierte Moment.

zB. (1) X ~U(0,1)

1
E[X*] = /Oaskda:

1
k41
k
ENX—EMDﬂ::uE<x—;>¢E
(1/2)k k= 2m
= 5 —
(2) X ~ N(0,1)
E[XF] = 0 k=2m+1

(k—1)(k—3)....1 k= 2m



10.1 Momenterzeugende Funktionen

Fur diskrete Zufallsvariablen kann man eine Verteilung durch
die WEF zusammenfassen. Flr stetige ZV hat man an die
MEF daflir gedacht:

Mx(t) = E[e"*] (1)

Fur X stetig mit Dichte f ist die MEF mit einer Laplace
Transformation verwandt da

M(t) = / el £ (2)dx

Falls M (t) < oo in einem offenen Intervall um 0, gilt nach
Taylor

00 k
k=0 '
Beispiele: (1) X ~ U(0,1) = E[e!*] = %(et —1)

und (2 X ~ B[\ = E[eX] = (1-4)7 (t <)

(2)

Es gibt zwei Probleme mit diesen Funktionen:

(a) Das bestimmende Integral ist nicht immer endlich.

(b) Verteilungen werden nicht eindeutig durch Momente
definiert.



10.1.1 Lognormal Gegenbeispiel

Sei X lognormalverteilt. DannistY = log, X ~ N(u,c2).
FirY ~ N(O,1) hat X die Dichte

fo) =21 —30oge) g

T\ 2m

Betrachten wir die Funktion

fa(x) = f(x)(1 +asin(2rlogx)) —1<a<1
Wir zeigen, dass f, eine Dichte ist, die dieselben Momen-
te als f hat. Da f,(z) > O genligt es zu zeigen, dass
©.@)
D= /xkf(:c) sin(2rlogz)dz =0 k=0,1,2,...
0
Nach der Transformation ¢ = log, x haben wir

@)
1 1,2
D=—— / e 2" TH sin 27rtdt
V2T
— OO
Nach der weiteren Transformation y = t — k erhalten wir
1,2 1 - 1,2
— =k —= .
D =¢e 2 —/e 29 sin 2rydy = 0
Var J Y

weil die Funktion ungerade ist.



Lognormalvariante: Dichten mit gleicher MGF (a=-0.5,-0.1,0,0.1,0.5)
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10.2 Charakteristische Funktionen

. (i)
() = B = 3.

k=0
Ist die Charakteristische Funktion der ZV X.

E[X*]

1. {x(t) existiertVt € R
2. Cx(t) ist die Fouriertransformation der Dichte

3. Die Beziehung zwischen F'x und (x (¢) ist umkehrbar
eindeutig.

zB. X;~U(0,1) i=1,...n u.lw.
Die C.F. von X; ist = (e — 1)
n
und die C.F. von der Summe S = }  X; Ist

=1

(l)n (eft — 1)"

1t



10.2.1 Resultate flir Charakteristische Funktionen

e Fir unabhangige X1, X, ..., X, ist die charakteri-
sche Funktion der Summe

n
S= > X
j=1
das Produkt der einzelnen c.f's

(s(t) = B[t 2] = ﬁl B [tX] = ﬁl 0

J J

e Sei X eine reellwertige ZV mit c.f. {x(¢) und sei
E[X*] < cofurk = 1,2, ... dann folgt

*BIX*] = ¢{k)(0)
e Seien X, Y unabhangige ZV mit c.F. {x (%), v (1)

a,beER Z=aX+b= (y(t) =y (t)

Cx+v () = Cx )¢y (T)



z.B.

XNN(/LX7O-§()7 YNN(/Ly,O'}Q/)
und

S=X+Y

Cx () = eMxt=2ox "

_ ilpxtuy)t—5(0%+03)t?
Cx4+y () =e

= S~ N(ux + py,0% +0%)
wegen der Eindeutigkeit der c.F.

e Sei X eine reellwertige ZV mit Dichte f und sei g eine
stetige Funktion auf R mit Y = ¢(X) dann

Gy (8) = B[] = BEx[e"00) = [ (@) f(z)de

— 0
e Sei f die Dichte von der ZV X, dann ist

f@) = [T e

Vx wo f differenzierbar ist.





