
12.7 Fast sichere Konvergenz (starkes GGZ)
12.7.1 Hilfesatz
Sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
IstA1 ⊃ A2 ⊃ A3 . . . eine fallende Folge von Ereignissen
mit Durchschnitt A∞ so gilt

P (A∞) = lim
i→∞

P (Ai)

Ist B1 ⊂ B2 ⊂ B3 . . . eine wachsende Folge von Ereig-
nissen mit Vereinigung B∞ so gilt

P (B∞) = lim
i→∞

P (Bi)

Beweis
Für jedes n ist An die disjunkte Vereinigung von A∞ und
den Differenzen Di = Ai \ Ai+1 = Ai ∩Ai+1

⇒ P (An) = P (A∞) +
∞∑

i=n

P (Di)

Da die Di disjunkt sind, konvergiert
∞∑

i=n
P (Di) und

lim
n→∞

∞∑

i=n

P (Di)→ 0



Zum Beweis vom zweiten Teil setzen wir

Ai = Bc
i

dann

B∞ = Ac
∞

und

P (B∞) = 1− P (A∞)

= lim
i→∞

(1− P (Ai))

= lim
i→∞

P (Bi)



12.7.2 Fast sichere Konv.⇒ stochastische Konvergenz
(Aber nicht umgekehrt) cf. §12.4

Sei ε > 0

BN = {ω ∈ Ω : |Yn(ω)− Y (ω)| < ε ∀n ≥ N}

bilden eine wachsende Folge und ∪BN ⊃ A wo

A := {ω : limYn(ω) = Y (ω)}

Fast sichere Konvergenz

⇒ P (A) = 1

⇒ P (B∞) = 1

(nach dem Hilfesatz im §12.7.1)

⇒ lim
N→∞

P (BN)→ 1

Also gilt

P (|YN − Y | ≥ ε) ≤ P (Bc
N)→ 0



12.7.3 Gegenbeispiel zum umgekehrten Resultat

Ω = [0,1) und eine Gleichverteilung P .

Sei cn =
n∑

i=1

1
i und

An = {ω ∈ Ω : ω liegt mod 1 in [cn−1, cn]}

Die Folge Yn = IAn konvergiert stochastisch gegen 0,
denn für 0 < ε < 1

P (|Yn − 0| ≥ ε) = P (An) =
1

n
→ 0

Für jedes ω ∈ Ω und für jedesN existieren Zahlenm, n ≥
N mit

ω ∈ Am und ω ∈ Ac
n

Also gilt für jedes ω

lim inf Yn(ω) = 0

und

lim supYn(ω) = 1



12.7.4 Lemma von Borel-Cantelli

Für ein Folge von Ereignissen A1, A2, . . . sei

A∗ := {ω ∈ Ω : ω ∈ Ak für unendlich viel k}

(1) Gilt
∞∑

k=1
P (Ak) < ∞, ist P (A∗) = 0

(2) Sind die Ak u. und
∞∑

k=1
P (Ak) =∞, ist P (A∗) = 1

Beweis (1)
ω ∈ Ω gehört zu A∗

A∗ =
∞⋂

n=1

⋃

k≥n

Ak

Für jedes n

P (A∗) ≤ P (
⋃

k≥n

Ak) ≤
∞∑

k=n

P (Ak)→ 0



(2)

P (
N⋂

k=n

Ac
k) =

N∏

k=n

(1− P (Ak)) ≤ e
(−

N∑

k=n
P (Ak))

da für 0 ≤ αi ≤ 1 gilt 1− αi ≤ e−αi

Bei festem n, lassen wir N →∞

e
(−

N∑

k=n
P (Ak))

→ 0

⇒ P (
∞⋂

k=n

Ac
k) = 0

⇒ P ((A∗)c) = 0 da (A∗)c =
∞⋃

n=1

∞⋂

k=n

Ac
k

⇒ P (A∗) = 1

Eine Aussage gilt für fast alle ω (fast sicher, fast überall),
wenn die Menge B der ω für die sie nicht gilt P (B) = 0
hat.



12.8 Das starke Gesetz der großen Zahlen
Sei {Xi} eine Folge von reellwertigen unkorrelierten ZV
und

V [Xi] ≤ M ≤ ∞ ∀i

dann konvergiert die Folge

Zn =
1

n

n∑

i=1
(Xi − E[Xi])

fast sicher gegen 0.

Beweis
Zuerst zeigen wir, dass Zn2 fast sicher gegen 0 konver-
giert. o.B.d.A.

E[Xi] = 0

Da
Cov(Xi, Xj) = 0 i .= j

V [Zn2] =
1

n4

n2∑

i=1
V [Xi] ≤

M

n2

Nach Tschebychew

P (|Zn2| ≥ ε) ≤
M

ε2n2



Setzen wir

An = {|Zn2| ≥ ε}

∑
P (An) ≤

M

ε2
∑ 1

n2 < ∞

(Deshalb haben wir n2 genommen statt n.)
Nach Borel-Cantelli folgt, dass fast jedes ω nur zu endlich
vielen An gehört.
Setzen wir ε = 1

k

Ek = {ω : |Zn2(ω)| ≥
1

k
}

für unendlich viel n

⇒ P (Ek) = 0

⇒ P (E) = P (
⋃

k

Ek) = 0

Für ω ∈ Ec gibe es zu jedem k nur endlich viel n mit

|Zn2(ω)| ≥
1

k

⇒ limZn2(ω) = 0



Jetzt für alle m ∈ N sei n = n(m) die natürliche Zahl

n2 ≤ m < (n + 1)2

Sei

Sk =
k∑

i=1
Xi = kZk

V [Sm − Sn(m)2] =
m∑

i=n2+1

V [Xi] ≤ M(m− n2)

Nach Tschebychew, für ε > 0

P (|Sm − Sn(m)2| ≥ εn2) ≤
M(m− n2)

ε2n4

∞∑

m=1
P

(
1

n(m)2
|Sm − Sn(m)2| ≥ ε

)

≤
M

ε2

∞∑

n=1

(n+1)2−1∑

m=n2

m− n(m)2

n(m)4

≤
M

ε2

∞∑

n=1

1

n4(1 + 2 . . . + 2n)



=
M

ε2

∞∑

n=1

2n(2n + 1)

2n4 < ∞

Nach Borel-Cantelli folgt für fast alle ω für hinreichend
großes m

1

n(m)2
|Sm(ω)− Sn(m)2(ω)| < ε

Vom ersten Teil des Beweises

|Zn2| < ε

⇒
1

n2|Sn2| < ε

⇒
∣∣∣∣
Sm

n2

∣∣∣∣ < 2ε

⇒ |Zm| < 2ε


