K 13 Wie gut ist der ZGS?

13.1 Wahrscheinlichkeitsmetrik
Um zwei Verteilungen zu vergleichen, benutzen wir

d(F,G) = sup [F(z) — G(z)|
xr
den maximalen Unterschied zwischen den Verteilungsfunk-

tionen. (Es gibt natlrlich andere Moglichkeiten auch.)

z.B. U(0,1) und N(0,1) X ~U(0,1)
Um mit einer standard Normalverteilung zu vergleichen,
nehmen wir

well
ElY]=0 und V[Y]=1

1
fW=5,5 ~—V3<y<V3
B V3 +y
d(F(y),¢) = max <¢(_\F3)’(_rr\>a§f<o) (cb(y)— >3 ))

~ 0.057
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Unterschied zwischen N(0,1) und N(1,4) Verteilungsfunktionen

0.4

0.2

0.0
I

-0.2
I

Absoluter Unterschied: N(0,1) und N(1,4) Verteilungsfunktionen

0.4

0.2

0.1




13.2 Berry-Ess éen
Seien X1, Xo,... wiv. Ist 0 < 02 = V(X;) < oo und

v = E[|X — p|3] < oo, so gilt
0.7655~
o3y/n

d(Sp, ¢) <

(wo Sk = Zf\i/_ﬁn“ = 5/?/%)

13.2.1 Berry-Ess éen und die Gleichverteilung
X;~U(0,1)

1 , 1
= — und = —
=5 7 T 10

1
1, 1.5 1
— B[|X — = =2/ — )3dr = —
V= BlIX 51 =2 [(o - % = o
2
0.8 % =
d(Sy, ¢) < — 52
(15)2v/n

n=12 = d(S},, ¢) < 0.3



13.2.2 Berry-Ess éen und die Exponentialverteilung

X ~ E\)
p=A"1 und o°=21"7?
= B[|X — pf] = 5 (12¢71 - 2)
’7 - :u - )\3
0.8 x 713(126_1 —2)
($)3Vn
1.9316
Y \/ﬁ
n=12 = d(S%,¢) < 0.5576

d(Sp, ¢) <

Sei F'(s) die genaue Verteilungsfunktion fir n = 300,
dann sagt das Resultat, dass

IF(s) — #(s)| < 0.1115

#(s) —0.1115 < F(s) < ¢(s) + 0.1115



13.3 Das Gesetz vom iterierten Logarithmus

{X;} uiv. E[X]=0undV[X]=1

mn
Sp = Z X
i=1
Wir wissen aus dem SGGZ, dass

Sn/n — O fast sicher

und aus dem ZGS, dass

Un = Sn/v/n — N(0,1) in Verteilung

Wie gross durfen die (sehr seltenen) Fluctuationen von U,
sein? Es kann gezeigt werden, dass

S .
lim sup = — 1 fastsicher (liminf=—1)
n—00 v2nloglogn

Der Satz gilt auch fur { X;} u.i.v. im allgemeinen. Zum Be-
weis muld gezeigt werden, dass das Ereignis

Ap = {Sn > cv2nloglogn}

unendlich oft passiert fur ¢ < 1 und nur endlich oft fr
c > 1 mit Wahrscheinlichkeit 1.
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13.4 Das Arcussinus Gesetz

Sei P(X;,=-1)=P(X;=1)=0.5

und
n
i=1
Sei My (x1,xo,...,zn) die Anzahl jener Partiellsummen
S}, die positiv sind, dann gilt
b
P(@éMn(:vl,...,xn)Sb>_>/ 1 4o
n a w\/x(l — )

die Arcussinusverteilung tber (0,1).

Oder in anderer Form.
Sei Loy = max{2n < 2N : Sy, = 0} der Zeitpunkt
des letzten Nullpunkts. Firalle 0 < a < b < 1 qilt

L b 1
lim P(agﬂgb)zf d



Beweis vom Arcussinus Gesetz

(1) Sei Gy, = (S5, = 0,55, = 0furl < k < n), die
erste Ruckkehr zu 0 nach 2n Schritten und sei
2n
w=220(%0)
dann ist
P(Gn) =upy_1 —un
Man veranschaulicht die Pfade von
z(1)=1bisz(2n—-1) =1
und von
(1) =—-1bisz(2n—-1) =1

Mit Hilfe des Reflexionsprinzip fallt das Resultat aus.

(2) Sei G~p = (Sp,, Z0fir 1 < k < n), keine Ruckkehr
wahrend der ersten 2n Schritte.

weil P(G>n) = 228 1 P(Gn)



(3) Sei P(L>y = 2n) die Wahrscheinlichkeit dass die
erste Ruckkehr nach 2n Schritten passiert und dass es
keine weitere Ruckkehr bis nach 2N gibt.

— Un *UN_n

v 208 2(N — 1)
=2 QN(n)((N_n))

Mit Hilfe der Stirling Formel

n!l ~ V2rnn"e "
folgt das Resultat.
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