Statistik I

e Lineare Modelle (Regression und Varianzanalyse)

e Logistische Regression

e Loglineare Modelle

e \erallgemeinerte Lineare Modelle (GLIM)
'Generalised Linear Interactive Models’



6.4 Regularit atsbedingungen

Die Loglikelihood fr einen Parameter heil3t regular, wenn
sie in einer offenen Nachbarschaft des wahren Werts durch
eine konkave quadratische Funktion approximiert werden
kann.

Sei der Parameterraum © offen, ist die Exponentialvertei-
lungsfamilie regular. (Eine schwachere Bedingung fir den

Rand heil3t 'steepness’, Steilheit.)

Wir brauchen Regularitat um:

e die Operationen Ableiten und Integrieren zu
vertauschen

e |okale Approximationen mit Taylorentwicklungen zu
machen

e Sicherzustellen, dass verschiedene Parameterwerte
zu verschiedenen Verteilungen fihren.



6.4.1 Beispiele

e B(n,m)istnurregularfir0 <« < 1

e Die Invers Gaul’ Verteilung

o _oz(y—zu)2
y U, o) = e 2u“y
fly, p, ) a3
Y, o >0

Ist nicht regular, weil es fur 1 = oo eine gultige Dichte
bleibt (aber sie ist steil).
e Die Gleichverteilung

1
f(y;9)=5 0 <y < oo

ISt nicht regular, weil der Trager vom Parameter abhangt.



6.5 Die Score Statistik
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6.5.1 Erwartungswert der Score Statistik
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6.5.2 Varianz der Score Statistik

Die Fisher Information ist der Erwartungswert der
beobachteten Information, :(6) = E[J].
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Dann gilt
02 f /
=UUf—-J
0000’ f=J7
Aber 0°f dy = 0= E[U'U] = E[J]
8000" " — -

Und E[U] = 0 = E[U'U] = Var[U] = Var[U] = i(6)



6.6 Asymptotische Normalverteilung der ML Sch  atzer

Betrachten wir eine Taylorentwicklung der Score Statistik
um den wahren Wert 6:

_ oUo — 6
U@ =U(@) + 29 1 4 ...

Da U(A) = 0, haben wir zu einer ersten Approximation:

U(0) = J(0)(0—90)

J(0) ist eine Summe von unabhangigen Komponenten
und nach dem Gesetz der grof3en Zahlen gilt fast sicher,
dass

nli_>moo J(0) = E[J(0)] = i(0)
Deshalb gilt auch
(0 —0) =i 1(O)U()

Erwartungswert und Varianz der rechten Seite sind O bzw.
i—1(0). U[#] ist eine Summe unabhangiger Komponente
und nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt

0~ N(9,i"1(9))



6.7 Gute einer Modellanpassung

6.7.1 Modelle

Nullmodell: nur 1 Parameter, uq, jede Beobachtung wird
auf den gleichen Wert angepal3t

lo=1(o - 1n,p;Y)

Saturiertes Modell:

fur jede Beobachtung einen Parameter

Aktuelles Modell:

Im = U(f, 9, Y)

Devianz fur aktuelles Modell:
n
= 2> wi{y (6] —67") — b(67) +b(6]")}
i=1



6.7.2 Verteilung der Devianz

Unter der Annahme, dass die grundlegende Verteilung
normal ist, kann man die Devianz aus der Verteilung von
6 durch

Dy, (8) = (0 - 0)'i(6)(8 - 0)
approximieren. Wegen 8 ~ N(6,i~1(0)) sollte asympto-
tisch gelten dass

(6 —-6)i(6)(0—0) ~ x;
wo p die Dimension von 6 ist.

Eine zweite Approximation gewinnen wir aus der Taylor-
entwicklung der Loglikelihoodfunktion:

81(9) ,021(0)

0006’

1(0) =100)+(0-0)——=+4= ( —6)’ O-0)+...

.

Da 8(0) = U(H) = 0 haben wir
Diy,(0) = (0 — 0)'7(0 — 6)

Ein erweitertes asymptotisches Argument gilt dann hier
auch und wir nehmen an, dass

(6—6)J(0—6) ~x;



6.7.3 Beispiele

Im folgenden bezeichne 6° = 6(Y) den Schatzer fur 6
aus dem saturierten Modell und ™ = 6(f1) den Schatzer
fur 6 aus dem aktuellen Modell.

Normalverteilung:
Y; ~ N(ui,0°)

Es gilt dann:
9; — Y
05)2 2
pos) = P07 _ ¥
2 2
0;" = Ky

M2 2
b(Om) = (67")° _ i3



D(Y; 1)

Dm
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= 23 wi{ni(6] - 07 — b(03) + b(O")
=1
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Poisson:;

Y; ~ Po(X\;)

D(Y;)\) = Dpn

1=1
= Y; <
_ zzg{ymx_i_(yz_,\z)}
n Y; n R
= 22{ Zlnf}—zz (vi — )
1=1 ? 1=1

Bei allen Modellen vom Interesse gilt:

i(yi—j\O:O

=1

— D(Y: ) 2 fj {yi In %}



Binomial;

~

Y; ~ Bin, x; ersetzt durch Y; =

Li
Uz

Im = U(7|Y)

> !niyiln (1 %i% ) + n; In(1 — ﬁi)]
i=1 — M
2.

[niy; In(7;) + (g — ngy;) IN(1 — 75)]

s = (Y |Y)

1=1

Damit erhalten wir:

D(Y;p) =Dm = —2(m—1Is)p

1_yz

— an yzln_‘l‘(l_yz)lnl



6.8 Vergleich von Modellen

Sei Mg ein Untermodell von Modell M, wobei Mg insge-
samt g Parameter anpal3t und M p Parameter (p > q).
Dann gilt:

¢ % ~ Xp—q

Dyjg—Dar

o — ~ Fo_ e
o=~ Ip—ain-p

e AIC = Dy, + 2p@



6.8.1 Residuen

Response
Yi — [
Pearson
Yi — [
V V(1)
Working
_ |\ On;
(yz Nz) 5%
Devianz

sgn(y; — fia)w; |(yid(yi) — b(wi)) — (il — b(6y))]



6.9 Wieder Devianzen

Sei Ly, das Likelihood des Modells m und /,,, das Loglike-
lihood. Die Devianz des Modells m wird dann so definiert:

wobei s das saturierte Modell ist. (In einigen Fallen kann I
gleich O sein, so dal3 wir D,,, = —2I,, schreiben durfen.)

[Da ¢ fur die Binomial und Poisson Modelle 1 betragt, wird
¢ manchmal vernachlafigt. Vorsicht!]

Die Verteilung von D,, wird manchmal als asymptotisch
X%_p angegeben. Das gilt nur unter beschrankten
Umstanden, weil die Anzahl von Parametern in s direkt
mit n steigen kann (weil wir einen Parameter flr jeden
Fall brauchen konnen), so daf3 die erforderliche Asympto-
tik nicht greift.

Was (angeblich) besser gent ist die Verteilung des Unter-
schieds zwischen zwei Devianzen flr verschachtelte Mo-
delle:

Dm2 — Dml — —2(lm2 — l’m1> ~ XI%Q—I/]_



Es ist mir nicht gelungen, einen vollstandigen Bewels
aufzutreiben. Einige Autoren weisen auf die Maximum Li-
kelihood Theorie von Likelihood Ratio Tests, aber das kann
nicht fir unbekannte Varianzen gelten. Ein weiteres Pro-
blem besteht in unserem Verstandnis der Asymptotik. Was
passiert, wenn n — oo ? Jede Beobachtung ist im Prin-
zip anders, wenn das Modell stetige erklarende Variablen
enthalt. Sogar bei einer festen Anzahl von kategoriellen
Kombinationen ist es nicht ganz klar, wie die Asymptotik
verstanden werden sollte.

Trotzdem konnen (und werden) die Devianzunterschiede
so eingesetzt, als ob sie (genau) x2 verteilt sind. Da man
sowieso Residuen, Graphiken und Metainformationen bei
der Wahl eines Modells in Betracht ziehen mul3, sollen die
Devianzen eher als richtungsweisend benutzt werden.



