12.5 Das schwache Gesetz der groB3en Zahlen
FUr das schwache Gesetz der groB3en Zahlen gilt Konver-
genz in Wahrscheinlichkeit (stochastische Konvergenz).

Seien X1, X»,... Xy, unabhangige ZV mit gleichem Er-
wartungswert und Varianzen
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Beweis
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Dann wendet man Tschebychew an.



12.6 Grenzwert-Resultate Beispiel

Xi ~ U(O, 1) u.i.v.
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Tschebychew:
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Schwaches Gesetz:
P(’X’n—%‘ Ze) — O firn — oo
Starkes Gesetz:
P(‘Xn—%' > € ‘v’n>N€) — 0 furn — oo

Zentraler Grenzwert Satz:
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12.7 Fast sichere Konvergenz (starkes GGZ)
12.7.1 Hilfesatz
Sei (X2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Ist A1 D Ay D Asz...eine fallende Folge von Ereignissen
mit Durchschnitt A~ so qilt
P(Asc) = lim P(A;)
1— 00
Ist By C B> C Bs3...eine wachsende Folge von Ereig-
nissen mit Vereinigung B~ SO gilt
P(Boo) = lim P(B;)
1— 00
Beweis
FUr jedes n ist A, die disjunkte Vereinigung von A~ und
den Differenzen D; = A; \ A;41 = A; N A4+

@)
- P(An) — P(Aoo) + Z P(Dz’)
1=n
Da die D; disjunkt sind, konvergiert % P(D;) und
(=
©.@)

1=n



Zum Beweis vom zweiten Teil setzen wir

dann
und
= |lim(1—- P(A;))
1—00

1— 00



12.7.2 Fast sichere Konv. = stochastische Konvergenz
(Aber nicht umgekehrt) cf. §12.4

Seie >0
By={we Q:[Va(w) - Y(W)| <e ¥n>N}
bilden eine wachsende Folge und UBx D A wo
A={w:limYy(w) =Y (w)}
Fast sichere Konvergenz
= P(A) =1
= P(Bx) =1
(nach dem Hilfesatz im §12.7.1)
= ]\}inoo P(By) — 1
Also gilt

P(lYy —Y|>¢) < P(By) — 0



12.7.3 Gegenbeispiel zum umgekehrten Resultat

2 = [0, 1) und eine Gleichverteilung P.

: o1
i=1
Ap={w € Q:wliegtmod 1in [c,_1,cn]}

Die Folge Y, = I, konvergiert stochastisch gegen O,
dennfirO <e< 1

1
P(|Yn —0|>¢€) = P(4,) == — 0
mn

FiUr jedes w € Q2 und fur jedes N existieren Zahlenm,n >
N mit

w€ Apundw € A7
Also gilt fur jedes w
liminfY,(w) =0
und

limsupYp(w) =1



12.7.4 Lemma von Borel-Cantelli

Far ein Folge von Ereignissen A4, Ao, ... sei

A" = {w e Q:w e A, fur unendlich viel k
k

(1) Gilt i P(Ay) < oo, ist P(A*) =0
k=1

0
(2) Sind die A u.und >  P(Ag) = oo,ist P(A") =1

k=1
Beweis (1)
w € 2 gehort zu A*
©.@)
A= () U A
n=1k>n

Flr jedes n

P(A") < P( Ap) < > P(4) — 0
k>n k=n



(2)

N N (— g: P(Ag))
P(N A= [ -PUA) <e #=n

k=n k=n
dafirO<o; <1qiltl —q; < e
Bei festem n, lassen wir N — oo

N
(= > P(A)
e k=n — 0

:>P(ﬁ AL) =0

k=n
@) ©.@)
= P((A")) =0 da (A" = U ﬂ A
n=1k=n
= P(A") =1
Eine Aussage gilt fur fast alle w (fast sicher, fast tGberall),

wenn die Menge B der w fir die sie nicht gilt P(B) = 0
hat.



12.8 Das starke Gesetz der groBBen Zahlen
Sei {X;} eine Folge von reellwertigen unkorrelierten ZV
und

dann konvergiert die Folge
1 n
== ) (X;— E[X;])
=1
fast sicher gegen 0.

Beweis
Zuerst zeigen wir, dass Z > fast sicher gegen O konver-
giert. 0.B.d.A.

Da
CO’U(Xi,Xj) =0 1 # ]
1 n? M
Nach Tschebychew

| £




Setzen wir

Apn = {]Z,2| = €}

M1
Y P(Ap) < GQZnQ < 0

(Deshalb haben wir n? genommen statt n.)
Nach Borel-Cantelli folgt, dass fast jedes w nur zu endlich
vielen A, gehort.

Setzen wir e = %

Ep,={w: |Zn2(w)| > %}

fur unendlich viel n

= P(E) =P(|JEy) =0
k
FUr w € E° gibe es zu jedem k nur endlich viel n mit
1
1Z, 2(w)| > T

= Iim an(w) =0



Jetzt flr alle m € N sei n = n(m) die natirliche Zahl

n?<m< (n+1)?

Sei
k
Sk =Y X;=kZ
=1
m
VISm =Syl = > VIXi] < M(m—n?)
i=n?+1

Nach Tschebychew, flire > 0

M(m — n?)
e2n

P(|Sm — Sy (my2| > en®) <

s 1

=1 n(m
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M —
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€ n=1 m=n2 n(m)
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ge—z > F(1+2” + 2n)



%2 Z 2n(2n—|—1) c o

Nach Borel-Cantelli folgt far fast alle w fUr hinreichend
groBes m

1
n(m)?

Vom ersten Teil des Beweises

|Sm(w) — n(m)z(w)| <€

1Z, 2| < €
1
— plsn2| < €

= |—| < 2¢

= Zm <2€




