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K 4 Schatzen
Was ist der Durschnittseinkommen einer Familie?

Welcher Prozentsatz der Bevolkerung lebt unter der Ar-
mutsgrenze?

Welchen Marktanteil hat der iPhone?

Welcher Prozentsatz der Wahler unterstitzt die SPD?
Was war die Inflationsrate far April?

Wieviel schneller fahrt der neue Mercedes?

Wie zuverlaBig sind Volkswagen Autos?

Wieviele Leute wohnen in Deutschland?

Wieviel Bier trinkt ein Bayer?

Wir wissen nicht, wir missen schatzen.



Theorie
Von einer Stichprobe zu einer Verteilung

Die Verteilung hat Parameter 6

ej wird durch die Funktion

éj(X17X27 IR 7Xn)

geschatzt.
d.h. Aufgrund der Beobachtungen (xq1,z5,...,xn) von
ZufallsgroBen (X1, Xo, ..., Xy) soll eine "mdglichst gute”

Schatzung eines unbekannten Parameters 6; der Verteilun-
gen der X; angegeben werden.

Wir werden meistens 0.B.d.A. nur einen Parameter schatzen.



4.1 Eigenschaften von Schatzern: Was heif3t “gut”?

(a) Erwartungstreue

Beispiel 1
E[X] = [Z X; }
Beispiel 2
X ~ E(N)
f(z) = e M
1 n

L . .1
) Xjist ein erwartungstreuer Schatzer furX.
i=1

X =

S |

Ist

ein erwartungstreuer Schatzer fir A?

EIZX] /Xl /nzx e Tiday . d

Sogar flr n = 1 geht es nicht:

1 o0
E [—] =/ “xe Mdy
X 0 x




(b) Konsistenz (im statistischen Sinne)
n— 0o = P(|0p, —0] >¢) =0
6 wird assymptotisch richtig geschatzt.
Die Bedingungen (a) und (b) sagen wenig tber die Gute

eines Schatzers aus, insbesondere bei kleineren Stich-
proben.

(c) Mittlere quadratische Fehler
(Je kleiner, desto besser)
MSE(6,0) = E[(0 — 0)?]
(Mean Square Error)
= E[6?] — 20E[0] + 67
= E[6°] - E[6]* + E[6)* — 20E[0] + 67
= V0] + (E[6] - 6)°
MSE = Varianz + Bias?
FUOr einen erwartungstreuen Schatzer gilt

MSFE = Varianz



4.2 Herleitung von Schatzern
4.2.1 Methode der kleinsten Quadrate

Ein Schatzungsziel ware die Minimierung von
MSE = E[(0 — 0)?]

wo 6 uns unbekannt ist und wir das Minimum uber alle

moglichen Funktionen suchen. Das wird zu schwierig.
Deshalb diese Methode.

Beobachtungen (xz1,...,zn) und

E[X;] = g;(0)

g;(0) ist eine Pradiktorfunktion fiir X; und wir wahlen 6,
um

mn
Q= (z;—g;(0))?
i=1
ZU minimieren.
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Beispiele
(1) Exponentialverteilung

X ~E()
0= A\
1
E[Xi]zx
12
Q=% (o~ 3)
0Q 2 1
w0 = eX(u-3)=0
“=Y2 = X=_"
A x;

(2) Ein statistisches Modell

X; = 9i(0) + ¢
wobei e ein MeBfehler ist und e ~ N(0,02). Um Y €? zu
minimieren, wurden wir

Q=3 (z;—g:i(0))?
i=1

minimieren.



(3) Erraten des Bereichs von Zufallszahlen

Zufallszahlen werden im Intervall [O, 8] erzeugt. Was ist
der beste Schatzer flr 6 aus einer Stichprobe der GroBe

n, {ug,...,unt?

U; ~ U[0, 6]

(a) Nach dem GGZ kdnnte man
. 2
a— — Z Uy
"i=1
nehmen. 8, ist erwartungstreu und konsistent.

(b) Man konnte auch
0, = max{u;}

nehmen. 0, ist konsistent, aber nicht erwartungstreu.

n

E[gb]:n—l—l

0

N.B. P(0, < c) = (g)n



Vergleich der Varianzen

R 2\ 2 n
V[d.] = (—) VIS U

n i=1

92

= -VI[U;)] = —

- [U;] 3

V(0] = E[0;] — E[6,)°
n 92 B n2
n—+ 2 (n+1)2

. n6?
 (n+1)2(n+2)

92

MSE von 0y, ist

nH?2 —I—( n 9—9)2 262

(n+12(n+2)  \n+1 T (n+ D)+ 2)



Besser wird es, den Schatzer
n—+1

n

0. = max{u;}

zu nehmen. 0. ist erwartungstreu, konsistent und hat die
Varianz
92
n(n + 2)

Fiar n= 10, sind die MSEs

Ist 6. der beste Schatzer Gberhaupt?



Millionen Zugvogel sterben jedes Jahr in Nordamerika
(SZ 26.4.20012)

"Diese Zahl haben Wissenschaftler der University of Cal-
ifornia ermittelt indem sie verendete Vogel an 38 Masten
zahlten und auf alle 84000 Einrichtungen in Kanada und
den USA hochrechneten.”

"Besonders tuckisch sind die hochsten zwei Prozent der
Masten. An ihnen kommt es zu mehr als zwei Drittel aller
Kollisionen.”



Mieses Image belastet die Bistimer in Bayern (AZ 6.5.2003)

"Bei der groB3ten gesellschaftspolitischen Online-Umfrage
Perspective Deutschland der Unternehmensberatung
McKinsey...”

"Dramatisch klingen McKinseys demoskopische Werte aus
350,000 Riackmeldungen...”

"Die Diozese Augsburg landete tief unten auf der Skala:
27 Prozent der Teilnehmer aus ihrer Region haben in sie
wenig oder Gberhaupt kein Vertrauen.”

"Der Sprecher des Augsburger Bischofs Dammertz zweifelt
zwar daran, ob eine Online-Umfrage fir die deutsche
Bevolkerung wirklich reprasentativ sein kann... aber sehr
beunruhigend findet er die Daten schon’”



4.2.2 Maximum Likelihood Schatzer (ML)

Das Likelihood einer vorliegenden Stichprobe

L = (33173327"'75677/)

unter einem bestimmten Modell mit multivariaten Dichte f
und Parametervektor @ ist

L(z;0) = fxq,.. x,(z;0)

Likelihood ist eine Funktion von 8 mit "Parametern” X. Die
gemeinsame Dichte fx ist eine Funktion von X mit Pa-
rametern 6.

Mit fx geht es um die Wahrscheinlichkeit von Daten gegeben
das Modell:

fx(z;8) = W(Daten|Modell)

Mit L(x; 6) geht es um das Liklihood des Modells gegeben
die Daten:

L(z;0) = L(Modell|Daten)

ML Schatzer maximieren das Likelihood.
(Vorsicht: Likelihoods sind keine Wahrscheinlichkeiten!)



Beispiele

(1) Exponentialverteilung
X ~ E()\)
L(xq1,20,...,2n) = Ao~ A2 Ti
Ein ML Schéatzer maximiert L oder, der Einfachheit halber,
log L
was auch mathematisch gleich ist.

log L =nlogA—AY

ologL
o\

#;—Zfﬁzzo

0

n

2T

\ =




(2) Krankheitsdauer

Angenommen
T ~ E(N)

F(t) = xe™ M

Aus einer Studie haben wir die Beobachtungen ¢4, ...

und (n — j) Falle mit T; > q;
: j n
L(t,A) = Me ™ 2i=1ti 11 e~ A%
i=j+1

J n
Iongjlog)\—)\th-—)\ Z a;
1=1 1=7+1

ologL j J
== ti— ) a=
0A A =1 =l

atj



Falls die Falle mit unbekannten Endpunkten vernachlaBigt
werden, bekommen wir

J
Z?;l b
Oder wir nehmen an, dass t; = a;:

Ao =

n
> _qti+ 21 @i
Beide Schatzer sind offensichtlich schlechter als X1, weil
sie die verfugbare Information nicht voll ausnutzen.

A3z =




4.2.3 Eigenschaften von ML Schatzern

ML Schatzer sind nicht immer erwartungstreu. z.B.
X ~ N(p,0°)

log L = l(u,0) = —nlogo——10g 2n———= X;—
g (u;0) = —nlogo—7log 2w 202121( i—H)

ol 1 &
=5 > (X;j—pn)
Op 025

8l n 1 n 2
8—0: —;‘F?'z:l(Xi_N)
1=

Die ML Schéatzer sind i = X und

8=J§:(X¢X)2
=1

Es kann gezeigt werden, dass ML Schatzer konsistent
sind.




