5.7 Chi-Quadrat Tests fur diskrete Daten

Gegeben seien Zahldaten wie X; = Anzahl Falle in der
Klasse . Wie testen wir, ob diese Daten mit einem Modell
konsistent sein?

5.7.1 Beispiele

(1) Ist die Anzahl der Tore in einem Ful3ballspiel eine
poissonverteilte ZV mit A = 37 Daten aus 18 Spielen aus
der 1. und 2. Bundesligen stehen zur Verflgung:

7,9.2.1,7,3,5,3,6 und 2,3,5,3,5,2,3,0,5

(2) Gibt es eine geschlechtsspezifische Abneigung gegen
das Studium an der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen
Fakultat der Uni Augsburg? Im Sommersemester 1999
waren die Zahlen

Frauen | Manner
MNF 433 693
Rest | 5505 4641

Methode
Wir berechnen die unter dem Modell zu erwartenden Werten
und vergleichen sie mit den beobachteten Werten.



Beispiel (1) Anzahl Tore

Sei e; die erwartete Anzahl Spiele mit ¢ Toren unter den
18 Spielen und o; die beobachtete Zahl:

Tore 0 1 2 3 4 5 6 > 7

0; | 1 i 3 5 0 4 1 3
e; | 0.89 269 4.03 4.03 3.02 1.81 091 0.60

Heuristische Idee. Die (quadrierten) Abweichungen

(0 — €;)?

messen den Unterschied zum Modell fur eine Klasse, aber
sie sind nicht gut untereinander vergleichbar. Wir wollen
nicht die (o;, e;) Paare

(100,110) und (10,20)

gleich bewerten. Deshalb arbeiten wir mit den relativen
Abweichungen

(0; — €;)?

=




Wir summieren sie Uber alle Klassen, und verwenden die
Teststatistik

—e;)?

€i

T — Z (o;
i
FUr Hg stellt sich heraus, dass unter gewissen Annahmen

2
TNX7

wo 7 die Anzahl der Klassen minus 1 ("Anzahl Freiheits-
grade”) ist. Wir werden H( verwerfen, wenn 1" grof3 ist.

P(T > 14.1) =0.05 P(T > 18.5) = 0.01

FUr die Daten finden wir T' = 16.79, so dass wir Hg zu
einem Testniveau von 5% verwerfen kdnnen, aber nicht
zu einem Niveau von 1%.

Der Durchschnitt der Tore pro Spiel war 71 /18 = 3.944.
Wenn wir einen Test mit diesem X\ ausfuhren, finden wir
T = 7.03, aber wir mussen die Benutzung des Schatzers
berlcksichtigen. Da ein Parameter geschatzt worden ist,
verlieren wir einen Freiheitsgrad und nehmen T" ~ X% an.

P(T > 12.6) = 0.05

Hg wird in diesem Fall akzeptiert.



Beispiel (2) Fakultaten

Hy: kein Geschlechtseinflu3 — der Anteil in MNF entspricht
dem Gesamtanteil der Frauen an Studierenden.

Insgesamt gibt es 5938 Frauen und 5334 Manner mit

einem Frauenanteil von 2525 Unter Hy erwarten wir

5938

11272
Frauen in MNF. Die erwarteten Werte fur die Tabelle sind

* 1126

Frauen | Manner
MNF | 593.17 | 532.83
Rest | 5344.83 | 4801.17

Aus demselben heuristischen Argument wie vorher nehmen
wir als Teststatistik

)2
X2 :ZZ(% e..em)
i

¥}

Approximativ gilt

2 2
X2~ X(r—1) (e-1)
wo r die Anzahl von Zeilen ("rows”) sei und c die Anzahl
von Spalten ("columns”). r = 1,c =1 = X2 ~ x%

X2 =101.5=  Hp verwerfen.



5.7.2 (Zweidimensionale) Kontingenztafeln im alilgemeinen

Gegeben seine zwei Klassifikationen der Daten,: = 1,...,r
und 7 = 1,...,c. Diese Information kann in einer » x ¢
Tabelle mit Eintragen

n;; = Anzahl Falle in s und j

zusammengefasst werden. Wir interessieren uns meis-
tens far die Hypothese

Hg: keine Assoziation zwischen den Klassifikationen.

Sei
p;; = P(Zeilenklasse = i, Spaltenklasse = j)
p; = P(Zeilenklasse = 1)
p.; = P(Spaltenklasse = j)

dann Hg = p;; = pi.p.j



Wir schatzen p; , p ; mit

N _ n.j
bi. — — Pj— —
n n

= (3) ()

(Zeilensumme 7) ( Spaltensumme 5)

n

Als Teststatistik haben wir

e )2
X2 :ZZ(% e-%)
i

t]

Flr n — oo gilt X2 ~ X@_l)(c_l).

Als Faustregel (Cochran 1952!) hat man e;; > 5 Viy,
aber das ist sicherlich zu streng.

Freiheitsgrade

es sind rc Zellen (Kombinationen) rc
n wird festgelegt —1

p; werden geschatzt —(r — 1)

p.; werden geschatzt —(c — 1)

Es bleiben (r — 1)(c — 1)



Y = X2~ x2

_ 1 INF/2 o1 g0
T = /2y (5) yrs e s w20
E[Y] =k
VY] = 2k

FUir £ = 1, 2 hat die Dichte ein Maximum bei y = 0.
Fir £ > 3ist f(0) = 0 und das Maximum liegt bei y =
k— 2.



5.7.3 Interpretationen

In 1949 hatten Kieser und Schafer aus Who's Who eine
Tabelle fir 1436 Frauen zusammengestellt, die all min-
destens einmal verheiratet worden waren.

Ausbildung | Einmal Verheiratet | Mehrmals
College 550 61
Kein College 681 144

Hg: keine Assoziation

X?=16.0=  Hg verwerfen, da Xio_gg = 6.63

Heil3t das, dass Frauen ohne Ausbildung heirateten ofters
(17% v. 10%)?

Oder, dass Frauen die ofters heirateten eher nicht zum
College gingen(30% v. 45%)7?

Erstens haben wir nur die Hypothese von keiner Assozia-
tion verworfen, ohne Kausalitat zu besprechen. Zweitens
wird es andere Faktoren geben.

Die Daten sind keine zufallige Stichprobe aus einer Grundge-
samtheit, kann man trotzdem den Test durchfihren und
die Resultate verallgemeinern?



Ein komplexeres Beispiel — Intelligenz und Kleidung

Gilbey (Biometrika 8 94) hat die Verteilung von 1725 Kindern
besprochen, die nach Intelligenz

A: geistig mangelhaft

B: langsam und dumm

C. dumm

D: langsam aber intelligent

E: ziemlich intelligent

F: ausgesprochen fahig

G: sehr fahig

und nach Kleidung
sehr gut gekleidet

gut gekleidet

schlecht, aber passend
sehr schlecht

klassifiziert worden sind.

Was kann man daraus lesen?

Wie konnten die Daten graphisch dargestellt werden?
Konnte man Untergruppen testen oder Kategorien kom-
binieren?
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5.7.4 Warum die Chi-Quadrat Verteilung?

(1) Binomial und Chi-Quadrat Tests

fur 2 x 2 Kontingenztafeln

Als Beispiel nenmen wir die Erkaltungsdaten, die Pauling
berihmt gemacht hat:

279 Skifahrer in einer Doppelblindstudie (Ritzel [1961])

Placebo | Ascorbic Acid
Erkaltet 31 17 48
Nein 109 122 | 231
140 139 | 279
X2 =481

also, signifikant (p < 0.05), aber nicht sehr (p > 0.01).

Wir betrachten den allgemeinen Fall:

G1 G2

Ja T o x1 + xo
Nein ny—x1 | Mo—xo | n1+no—x1— x>

ni no ny + no




(a) Binomial Test
Wir vergleichen die Erfolgsquoten, p1, po flr die zwei Grup-
pen, G1 und G2. Flr grof3 nq,no sind die Schatzer p; =

—L approximativ normalverteilt.
nj

Sei{X;;,i=1,...,n j=1,2} u.iv. Bernoulli ZV, d.h.

P(X;;=1)=p;, P(X;;=0)=1-p,

E[X;;] =p; VI[X;] =pi(1—p;)
n;j
= Y X;i ~ B(n;,p;)
i—1
und far n; grof3 gilt
n;
> Xij ~ N(npj,nipj(1 —p;))
i=1
bzw.

p;(1 —pj)>

nj
pj = X; = ZXz‘j/anN<Pja —
1=1 J

p1(1 —p1) n p2(1 — pz))

= p1 —pa2~ N <p1 — p2,
ni no



Unser Hy wird p; = p> = p sein. Flr die Varianz setzen

wir den Plugin-Schatzer fir p ein
48 . .
p = 1+ T2 = —— = 17.2% beim Pauling
n1+no 279
und betrachten die Teststatistik

pP1 — Po _0.2214 —0.1223
- ~1 4, 1~ 0.0452
\/p(l — p)(n—l + n—2)

T ~ N(0,1) = T? ~ x%

und wir kOnnen zeigen, dass

T = = 2.193

2 _ (noz1 — n1w2)%(n1 + no)
nino(r1 + x2)(ny +no —x1 — 2)

(b) Chi-Quadrat Test
FUr die angegebene 2x2 Kontingenztafel gilt

2
X2:<x1_(w1—|—$2)n1> (1 n 1 n 1 n 1)
ni + no €11 €21 €12 €22

_ (npz1 — n172)%(n1 + no)
nino(zy + x2)(ny +no —x1 — x2)

:T2



Ascorbic Flacebo Ja MNein

Weight iz : Anzahl

Erkaltung gegen Ascorbic acid/Placebo
Oben: Spineplot und Saulendiagramm mit
Erkaltungen selektiert
Unten: Mosaicplot mit Erkaltungen selektiert



(2) Chi-Quadrat Tests fir u. Poisson Verteilungen
Sei die Anzahl Beobachtungen in der Zelle ¢

Far \; grof3 gilt approximativ
X~ N(Ai, A)
X; — N\

= ~ N(0,1)
VA
N (X; — N\)? .-
Ai

L ox2— f: (Xz'—Az')QN >

i=1 Ai

Aber im allgemeinen sind die Zellen nicht unabhangig und
wir missen die \;’s schatzen. Fir jeden geschatzten Pa-
rameter nimmt man einen Freiheitsgrad weg. Der Beweis
fir die asymptotische Richtigkeit dieser Vorgehensweise

ist aufwandig.



5.7.5 Beispiel — Tests von
Gibt es Muster in der Dezimaldarstellung von 7?

1) Die Anzahl von Nullen testen
Hy: P(0)=0.1

H,: P(0) # 0.1
Sei X(,, die Anzahl Nullen in den ersten n Stellen

Xo, ~ B(n,0.1)

n groB = X, ~ N(0.1n,0.09n)

Ein Test des Niveaus a« = 0.05 hat in diesem Falle den
Annahmebereich

0.1n + 1.96 * 0.3/n

z.B. n = 1000000 = [99412,100588] und in der Tat
gibt es 99959 Nullen in den ersten Million Stellen.
Aber was ist mit den Zahlen 1,...,9?



2) Multinomial Test

Sei n; die Anzahlvon’7’,7=20,...,9
n! 2
P({n;}) = 1] »;°
[T n;! =0
1=0
pb; — P(Z)

Ho:p; =0.1 Vi

H 4 o p; 7= 0.1 far einige 1

Annahmebereich B:
Alle Zustande (ng,...,ng) die unter Hy eine Gesamt-
wahrscheinlichkeit > 1 — o« haben und wo

Pp,({n;} € B) > Py,({n;} ¢ B)

d.h. die Wahrscheinlichkeit von jedem Ereignis im Annah-
mebereich ist gro3er gleich die Wahrscheinlichkeit von je-
dem Ereignis im Ablehnungsbereich



3) Ein anderes Modell
Sei n; ~ P(np;) Vi unabhangig von den anderen n;’s
und zuerst ohne der Einschrankung >~ n; = n.

O . n;

(np;)™i _ :

P({n;}) = | | €_npz( pzl) = e "n" | | pz.l
=0 n;! n;!

Unter der Bedingung, dalB3 >~ n; = n, mul3 dann

n;
p;
nz- !

Ppy({n;}| Y _ni =n) o< |]

Aus einem Vergleich mit dem Resultat fur die Multinomiale
Verteilung muf3

ng
1

p.
nz-!

Py({n;}1 ) _ni=mn) =n!]]

Daraus schliessen wir, dass beide Ansatze zum selben
Test fUhren. Aber der Zustandsraum ist zu grof3. n iden-
tische Kugeln auf m verschiedene Zellen bedeutet

"

m — 1

m = 10,n = 100 = (189) >> 129



4) 2 Test

FUr np; grof3 gilt

n; ~ N(np;, np;)

2

no_n .

:>< ) pz) NX%
np;

Far {n;} unabhangig

%2 — i (n; — np;)? 2

_ X10
i=0 np;

Unter der Einschrénkung, dass 3" n; = n, hat X2 eine x3
Verteilung, weil wir einen Freiheitsgrad verloren haben.

Bei den Tests von Kanada war der hdochste X2 Wert 9.32.

Naturlich gibt es viele andere Tests auf die Zufalligkeit von
Zahlenreihen — u.a. den Poker Test und den Licken Test.

Frage: gibt es Muster in den ersten Dezimalstellen von e?



5.7.6 Eine wichtige Eigenschaft von X2

FUr eine Kontingenztafel gilt

e
X2 :ZZ(% e-%)
i j

t]

und unter Hg

(np;; — np;Dj)?
=> > — :
t g

np;p;

(Pij — Pibj)?
=ny )
i ] PiPj
d.h. der Wert von X2 steigt direkt mit n fiir gegebene
beobachtete Proportionen.

Wenn ein Resultat nicht signifikant ist, kann man leicht
ausrechnen, wie grof3 die Stichprobe hatte sein mussen,
um Signifikanz zu erreichen, gegeben die selben Propor-
tionen.




5.7.7 Zusammenfassendes zum 2 Test

v2 Tests werden sehr oft verwendet. Man muss Uiberpriifen,
welche Annahmen gemacht worden sind, welche Nullhy-
pothese getestet worden ist, und wieviele Tests gemacht
worden sind. (Es gibt jede Menge Moglichkeiten, Kate-
gorien einer Kontingenztafel zu kombinieren.)

Der p-Wert allein gentgt nicht. Man sollte untersuchen,
wo die Abweichungen von der Nullhypothese erscheinen.
Dafiir sind die X2 Beitrdge der einzelnen Zellen
aufschlussreich.

v2 Tests berlicksichtigen nicht ordinale Struktur.

Deshalb sind andere Testverfahren besser, wenn es um
Anpassungstests geht. Trotzdem kénnen x2 Tests als
erster Versuch natzlich sein.

Nur groBBe Werte von X2 werden als signifikant
betrachtet, nicht kleine Werte, sogar wenn sie sehr un-
wahrscheinlich sind. (“Die beobachteten Werte sind zu

gut.)



