K12 Grenzwertsatze

12.1 Gesetz der groBBen Zahlen (Konv. in Verteilung)
Sei X1, X5, ... eine Folge von reellwertigen, u.i.v. ZV mit
FE[X;] = p < oco. Dann konvergiert die Folge

1 n
ni=1
in Verteilung gegen L.

Beweis
Der Satz besagt, dass

O if z<p
1 if z>p

Sie ¢x(¢) die CF von X; und ¢»(t) die CF von Z,.

o0 =[ax (1]

FUr n — oo benutzen wir die Taylor Erweiterung

()14 ()

n

P(Z, <x) —>{

und
Cn(t) — eltH

die CF der gewlnschten Verteilung.



12.1.1 Benotigte Resultate

Eindeutigkeit
ZV X und Y haben die gleiche CF wenn und nur wenn sie
die identische Verteilungsfunktion haben.

Stetigkeitssatz

Sei Iy, F»,... eine Folge von Verteilungsfunktionen mit
entsprechenden CF (1, (o, .. ..

(a) Wenn F,, — F flr eine Verteilungsfunktion F' mit CF
¢, dann

Cn(t) = C(t) Vi

(b) Wenn ((t) = limp—oo (n(t) existiert und ist bei ¢t =
O stetig, ist ¢ die CF flr eine Verteilungsfunktion F' und
Fn — F



12.2 Der Zentrale Grenzwertsatz

Sei X1, Xp,...eine Folge von reellwertigen, u.i.v. ZV mit
E[X;]=p<oo und V[X;] =02 < o0
und sei

1=1
Dann gilt, dass
Sn —nu
Up = — N(O, 1
" o\/n (0,1)
in Verteilung.
Beweis

v; = Xt hat die CF ¢y (t) = 1 — 562 4 o(12)

1 mn
U, = — Y:
" ﬁgﬂ
hat die CF

n 2 2 n .
wo=fo(g)) = Ll -

fir n — oo, die CF der gesuchten N (0, 1) Verteilung.

—N—



12.3 Anwendungen
(1) Binomial (De Moivre)
X ~ B(N,p)

N —oo0 = X~ N(Np,Npq)

(2) Poisson

X ~ P()\)
A—oo = X~NMOAN)
(3) In der Statistik

Seien {X;} u.i.v. ZV mit E[X] = pund V[X] = o2, dann
gilt



12.4 Konvergenz

(1) In Verteilung

fir n—>00 P(Xp<z)— P(X <2x)

(2) In Wahrscheinlichkeit

fir n —00 P(Xn—X|>€) >0 Ve>D0

(3) Fast sicher

fir n - 00 P(Xp(w) - X(w) Vwe)=1

(3)=(2)=(1)

z.B.

Sei X eineZVmitP(X =0)=P(X =1)=0.5

und X; = X Vi. X;, — X in Verteilung und far Y =
1— X giltauch X;, — Y in Verteilung. Aber | X, —Y| =1
immer, so dass (2) und (3) nicht gelten konnen.



12.4.1 Konv. in Wahrscheinlichkeit = K in Verteilung

Frn(x) = P(Xn <x)
=PXpn<z,X<z4+e4+PXn<xz,X>z+4c¢€)

< F(x+e)+ P(Xn— X| >e€)
Ahnlich findet man

Deshalb qilt

F(rx—e€)— P(Xn— X|>¢) < Fp(x)

< F(z+e)+ P(|Xn— X|>¢)

Forn — oco und Ve>0

F(x —¢) <liminf Fp(z) < limsup Fp(x) < F(xz + ¢€)
Wenn F' stetig ist, folgt das Resultat.



12.5 Das schwache Gesetz der groB3en Zahlen
FUr das schwache Gesetz der gro3en Zahlen gilt Konver-
genz in Wahrscheinlichkeit (stochastische Konvergenz).

Seien X1, Xo,... Xy, unabhangige ZV mit gleichem Er-
wartungswert und Varianzen

Dann gilt Ve > 0

1 2 M
P(ZX,L-—E[X] ze) <——=0
ni=1 ne
Beweis
Sei
1 n
Yn==> X,
=1
E[Yn] = E[X]
1 M
VIYal = = > VIXi] < —
n i=1 n

Dann wendet man Tschebychew an.



12.6 Grenzwert-Resultate Beispiel
X~ U(O, 1) u.i.v.

BlX] = VIX]=

X —1ix- Bl =2 V[Z]=—
e . " 12on
Tschebychew:

1
> e) <
— — 12ne2

pQXn_

Schwaches Gesetz:

>
2
= 1 )
P(‘Xn_ﬁ‘ Ze) — 0 firn — o
Starkes Gesetz:
_ 1
P(‘Xn_i‘ > € ‘v’n>N€) — 0 firn — oo

Zentraler Grenzwert Satz:
o0
_ 1 V12
P (‘Xn — —' > e) — 2/—ne_6”t2dt
2 / V27

= 2(1 — ®(v/12n¢))



12.7 Fast sichere Konvergenz (starkes GGZ)
12.7.1 Hilfesatz
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Ist A1 D A> D As...eine fallende Folge von Ereignissen
mit Durchschnitt A so qilt
P(Ax) = |lim P(A4;)

71— 00
Ist By C B> C B3...eine wachsende Folge von Ereig-
nissen mit Vereinigung Boo SO gilt

P(Bs) = lim P(B;)

Beweis
FUr jedes n ist A, die disjunkte Vereinigung von A, und
den Differenzen D; = A; \ Aj41 = A; N A7 4

 P(AR) = P(Ax) + 3 P(Dy)

1=n

Da die D; disjunkt sind, konvergiert % P(D;) und

—nNn

@)

im Z P(D;,) —» 0
=N



Zum Beweis vom zweiten Tell setzen wir

A; = B
dann
und
= lim (1 — P(4;))
11— 0O

71— 00



12.7.2 Fast sichere Konv. = stochastische Konvergenz
(Aber nicht umgekehrt) cf. §12.4
Seie >0
By ={we2: |[Yn(w) -Y(w)[<e Vn>N}
bilden eine wachsende Folge und UBy D A wo
A={w:IimYyp(w) =Y (w)}
Fast sichere Konvergenz
= P(A) =1
= P(Bx) =1
(nach dem Hilfesatz im §12.7.1)
= A}[}noo P(By) — 1
Also qilt

P([Yny —Y|>¢) < P(By) =0



12.7.3 Gegenbeispiel zum umgekehrten Resultat

2 = [0, 1) und eine Gleichverteilung P.

: o9
Seicp, = > < und
i=1

n={weQ: wliegtmod 1in [¢,_1,cnl}

Die Folge Y, = I, konvergiert stochastisch gegen O,
dennfirO<e< 1

1
n

FUr jedes w € Q2 und flr jedes N existieren Zahlenm,n >
N mit

w€ Anpundw € AS
Also gilt far jedes w
liminfY,(w) =0
und

limsupYn(w) =1



12.7.4 Lemma von Borel-Cantelli

FUr ein Folge von Ereignissen A1, Ao, ... sei

A" :={w € Q:w e A flr unendlich viel k}

(1) Gilt ioj P(AL) < oo, ist P(A*) = O
k=1

(2) Sind die A u.und >  P(A) = oo,ist P(A") =1

k=1
Beweis (1)
w € 2 gehort zu A*
©.@)
A= () U 4
n=1k>n

FUr jedes n

P < P(U A £ 3 P(AQ) =0
k>n k=n



(2)

N N (— % P(Ag))
P(N 4p) = T[(1-PA) <e =

k=n k=n

dafir0<og; <1gqiltl —a; <e %

Bei festem n, lassen wir N — oo
N

(— ;En P(Ag))

e — 0

= P( () A7) =0

k=n
© @) ©.@)
= P((A")) =0 da (A4")°= |/ ﬂ Al
n=1k=n
= P(A") =1
Eine Aussage qilt far fast alle w (fast sicher, fast tberall),

wenn die Menge B der w fir die sie nicht gilt P(B) = 0O
hat.



12.8 Das starke Gesetz der groBen Zahlen
Sei {X;} eine Folge von reellwertigen unkorrelierten ZV
und

VIX;] <M < oo Vi

dann konvergiert die Folge
1 n
=— > (X; - E[X3])
=1
fast sicher gegen O.

Beweis
Zuerst zeigen wir, dass Z, > fast sicher gegen O konver-
giert. 0.B.d.A.

E[X;]=0
Da
COU(X,L',XJ') =0 1 # j
1 n? M
Nach Tschebychew




Setzen wir

Ap = {]Z2| > €}

M 1
ZP(An)S 2 an < o0

(Deshalb haben wir n2 genommen statt n.)
Nach Borel-Cantelli folgt, dass fast jedes w nur zu endlich

vielen A, gehort.

Setzen wir e = %

1
By ={w:|Z 2(w)| > - far unendlich viel n}

= P(F) = P(U Ep) =0
k
FOr w € E€ gibe es zu jedem k nur endlich viel n mit
1
|Zn2(w>| > E

= 1im Z _>(w) = 0



Jetzt fur alle m € N sei n = n(m) die natirliche Zahl

n?<m< (n+1)%

Sei
k
Sk — Z X’i — ka
i=1
m
VISm =Syl = > VIXi] < M(m—n?)
i=n2+1

Nach Tschebychew, flr e > 0

M (m — n?)

P(|Sm — S
(ISm 2n4

n(m

>2| > en2) <

e 1
2 P <n(m)2|5m ~ Sn(m)2| 2 6)

< %2 3 m — n(m)
St B n(m)4
M 1

<55 Y (1424 2n)



M2 Z 2n(2n—|—1) <o

Nach Borel-Cantelli folgt far fast alle w far hinreichend
grof3es m

1
n(m)?

Vom ersten Teil des Beweises

|Sm(CU> — Sn(m)z(w)| < €

1Z, 2| < €

1
= —|S 2| <€
n2| n2|

= |—| < 2¢

— Zm <2€



