K15 Extremwerte

e Leistungen im Sport
— Bob Beamon, Sven Hannawald

o Wetterdaten — Wasserpegel, Schnee, Temperatur

e Bruchfestigkeit

e Finanzmarkte — Risiken, Versicherungen, Aktien

Wir interessieren uns nicht fir Maxima/Minima von einer
bestimmten Anzahl von Fallen, sondern fur Werte, die ,ex-
trem“sind. Trotzdem wird das Konzept vom Maximum von
unendlich vielen u.i.v. Werten benutzt, um Extremwertver-
teilungen herzuleiten.



15.1 Die Form einer Extremwertverteilung

FUr eine bestimmte Anzahl, n, sei

Fyp (x) = F(z)" fur {X;} u.iw
Daraus entsteht eine degenerierte Grenzverteilung

lim Fp; (x) =1 fur F(z) =1 undsonst O

n—oo

Fréchet hat in 1927 einen Ausweg vorgeschlagen. Wenn
es eine Grenzverteilung, G(x), gibt, sollte diese diesel-
be Form flr die Maxima der N Untergruppen der Grol3e
n als auch fir das Maximum von allen Nn Werten ha-
ben. Man muss aber die Lage- und Skalierungs-faktoren
berlcksichtigen.

Betrachten wir das Maximum aus den Nn Zufallsvariablen
X1,Xo,..., XNy, Das wird auch das Maximum von den
folgenden N Zufallsvariablen sein

max(X(j_l)n_|_1, ce 7X]7’L) 73=1,2,...,N
Daraus folgt, dass

G(z) = G(ayz + by)



Wenn wir annehmen, dass a = 1, finden wir, dass

G(x)Y = G(z+by)
GV = Gz +by)"
— G(x + oy + br)
= G(z+by,)
So dass
bN =+ br = by

= by =clog N c konstant
Glz)<1= G(:I:)N < G(y) Yy > x

= c <0
Seic=—-60undd >0

G(z)N = G(z — 0log N)
NlogG(xz) =logG(x — 6log N)
log N 4+ log(—log G(z)) = log(—log G(x —0log N))

(—log weill G(z) < 1)



Setzen wir h(x) = log(—1og G(x))

h(x) —h(x —0logN) = —log N
= W) = h(0) -
= —log G(z) = exp (—x — 99h(0)>

und daher
x—&
G(x) = exp [—e_T]

die Gumbel-Extremwertverteilung.

E[X]=E&+4++0
wo -y ist der Euler Konstant:

n
. 1
Y= n'Lmoo(Zl — —logn) = 0.577216..
1=

2
VIX] = %92

Fir £ = 0 und 8 = 1 hat die Gumbelverteilung die stan-
dardisierte Form

G(z) = exp (—e_x) mit E[X] = 0.57722,V[X] = 1.645



15.2 Extremwertverteilungen im allgemeinen
Es gibt 3 Typen

Typ 1 Gumbel (wie gerade besprochen)

G(x) = exp [—e_xTﬁ] —oco < x <00
Typ 2 Fréchet
G(x) = O x < &
— exp[—(xgg) a] x>§& (a>0)

Typ 3 ,Welbull

0
= 1 x> &

(Eigentlich hat — X die Weibullverteilung.)

G(x) = exp[_(f—az)“] <& (a>0)

Alle Typen sind engverwandt. Die Fréchetverteilung kann
durch Z = log(X — &) in eine Gumbelverteilung transfor-
miert werden und die Weibullverteilung in eine Gumbel-
verteilung durch Z = — log(£ — X).
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Extremwertverteilungsdichten: Gumbel(scale=1,2) und eine N(0,1)

Extremwertverteilungsdichten: Frechet

o -

Extremwertverteilungsdichten: Weibull (shape=0.5,1,2)

o -




15.3 Die allgemeine Extremwertverteilung
Alle drei Typen sind Mitglieder der allgemeinn Familie:

G(z) = exp [_ G+l 5»_,,]

fir 1+ 2 (Z55) > 0

v—oo= Typl —oco<z<0

v>0= Typ2 -0 <xr<o

v < 0= Typ3 —oco<x<E—0Ov

Typ 2 und Typ 3 kann man aus der Gleichung

G(z) = G(ayz + by)
gewinnen, wenn man fur ay #= 1

r=anx+ by
betrachtet. Dann muss entweder
Gby(L—ay) ") =1 Typ2
oder
G(by(1—ay)™") =0 Typ3



15.4 Resultate von Gnedenko

Die Form der Grenzverteilung hangt von der Form der Ba-
sisverteilung ab. Fur Typ 1 muss gelten, wo

F(Xa) =

lim n[(l—F(Xl_n_l—|—y(X1_(ne)_1—Xl_n_l))] —=e Y

n—oo
Das gilt fir die Normal- und Exponential-verteilungen.

Fir Typ 2 muss gelten

1 — F
(z) =c ¢>0 k>0

lim =
r—00 ] — F(cx)

Das gilt fir die Cauchyverteilung.



