9.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten im stetigen Fall
(cf. 84.1 - 34.3 fur den diskreten Fall)

Sei fyy(x,y) die gemeinsame Dichte der Zufallsvaria-
blen X und Y. Aus Satz 7.7.1 gilt, dass

fxy(z,y) = fx(z)fy(y)

nur, wenn X und Y unabhangig sind. Sonst verwenden
wir

P(rx; < X <zp) = /xz/yfxy(w,y)dydw

L1

= [ 7] frix@la)rx(@)dyde

=/ ( / fY|X<y|:c>dy> fx (@)dx
= [ ix@)ds

1
fx (x) ist die Randverteilung (Marginalverteilung) von X
fyx (y|z) ist die bedingte Verteilung von Y[.X



9.2 Bayes im stetigen Fall

_ Ixv(z,y)
fxy (zly) = o
oder
fxy(zly) = fyixWle) fx(z)

Jo fy1x Wle) fx (@) da

z.B. Die Leistungen zwei Sportler, A und B, werden im Vor-

aus mit den Verteilungen f4(t4) und fp(tp) geschatzt.
Wenn Sie nachher nur die Information haben, dass A tatsachlich
einen kleineren Wert als B erreichte, wie sieht lhre Vertei-

lung flr A dann aus?

faCta) fi, fe(tp)dip
Jafa(ta) [g) fB(tp)dtpdia

f(talta <tp) =

Mit Ty ~ E(A4) und Tg ~ E(Ap) findet man

f(tA|tA < tB) — ()\A -+ )\B)e—O\A‘l‘)\B)tA



9.3 Langen von Intervallen und Wartezeiten

9.3.1 Durchschittliche Intervalllange Sei die Dichte der
Lange eines Zeitintervalls, X, f(x) sein (x > 0). Wir
wahlen per Zufall einen Zeitpunkt aus, wie grof3 ist das
Intervall um diesen Punkt?

yf(y)
E[X]

g(y) cyf(y) =
weill
/g(y)dy =1 und /:cf(a:)dx = F[X]
Yy x

Dann

f y2f(y)dy _ E[XQ] . V[X] _|_ E[X]2

BIY] =~ E[X]  E[X]  E[X]
2B, X ~E() = E[Y] = %

Der Durchschnitt der getroffenen Intervalle ist zweimal so
lang wie das durchschnittliche Intervall.



9.3.2 Verteilung von Wartezeiten

P( Wartezeit <t|Lange =y) = 1 y <t
t

y>t
Yy

Hier wird angenommen, dass die Ankunftszeit innerhalb
eines Intervalls gleichverteilt ist — was sollte man sonst

annehmen?

H(t) =

und
dH
dt

P( Wartezeit <1t)
[ o@yay+ [~ Latw)e
09 y)dy ] yg y)dy

/Ot Li(i(x)dx + /too if(a:)daz
i (/O xf(x)dx + t(1 — F(t)))

HX

A(t)
L oar +1-F@) - tr@)

5
1 — F(t)

HX

WO ,LLX:E[X]



Wartezeiten Beispiel

Sei X ~ E()\)
flz) = e
nt) = et
px
= de M

also auch E()\). Dank der Symmetrie hat die Zeit seit dem
letzten Ereignis auch die Exponentialverteilung.

Ist es moglich, dass E[Wartezeit] > E[Intervalllange]?

EW] = /OOO t(1 ;j(t))dt

L [2t2(1 - F(t))] + —/OOo 2 f(£)dt

5% 2px
1 E[X?]

2 E[X]

= E[W] > E[X] wenn E[X?] > 2E[X]?

z.B. in der Familie

f(z) =pre ™ + (L —plue ™ 0<p<1
Mischungen von Exponentialverteilungen



K 17 Bedingte Verteilungen

X ~g(x; 1)

d.h. die ZV X hat eine Dichte g(x) die von einem
Parameter p abhangt. z.B.

Plu=1)=p Pu=0)=1-p
= g(z) = pg(z;1) + (1 —p)g(z; 0)

Wir betrachten auch p als eine ZV.

Im allgemeinen Fall, wo u die Dichte A () hat, gilt

g(z) = /M g(a; ) h()dp

= Eulg(z;pn)]



17.1 Bedingte Verteilungen — Beispiele

(1) X~P) A~ T (a,b)

_ _ 7 d 1 z4+b—1 _—M(a+1)
P(X =z) = O/r(b) o ¢ dA
. (x+b) a?
T4+ 1Dr®) (a4 1)+b
well

@)

/k A=, —A(a+1) gy — 1

0
(ein Resultat aus der I'(a 4+ 1, b + x) Dichte)
Firb € Z7T gilt

P(X =1z) = (m+z_1) (ail)x(aj;l)b

eine Negativbinomialverteilung. Deshalb werden die Pois-
sonverteilung und die NB-Verteilung fur ahnliche Anwen-
dungen benutzt.




Was ist die Dichte von A\| X = z?

AN gb A\b—1 o—a)

_ N _ C T
e—AMa+1), ,2+b-1 b
= T Tty @tY

Eine Gammaverteilung I (a + 1,z + b)

Vorher (apriori) gilt
E[)\] = b
a

Nachher (aposteriori) gilt

b+ x
a+1

E[N\X] =



(2) X ~N(0,6%) 6~ N(ug,78)

Man kann zeigen, dass
X ~ N(pug, 0%+ 15)

und
z—0 2 (0—pp)
1 e—%((a—)) 1 6—%(i
f(9|X — m) — o\ 2T ToV 21
J
6
Ko 4 T
~ N Tlg 012 1 - 1
=
01X =z ~ N(uz,77)
WO
2
70

= o+ (z —
p1 = po + ( Mo)az_l_Tg



