7.5 Dichten in R"

Eine Dichte in R™ ist eine nichtnegative integrierbare funk-
tion f auf R™ mit

/Rnf(xl,...,:cn)dazl...da:nz 1

Die Integrale sollen wohldefiniert sein (z.B. f stetig). FUr
a=(ay,...,ap) und b = (bq,...,bn) gilt

P((a,b) = [ fda

(a,b]

= / f(xq,...,zn)dx1...dzy
al an,



7.6 MeBbare Funktionen
Definition 7.6.1
Sind (€2, .A) und (', A") meBbare Raume, so nennen
wir eine Abbildung ~ von €2 in 2’ meBbar, wenn fir alle
A/ c A/

hl(ah e A

Eine Zufallsvariable ist eine auf dem Stichprobenraum €2
eines W-raums definierte mef3bare Funktion.

Lemma 7.6.2
Ist h eine Abbildung von €2 in 2’ und A eine o-Algebra in
€2, so ist die Familie

L ={A cQ :hiA) e A
eine o-Algebra in Q’
Beweis:

Die Mengenabbildung ~~1 ist mit allen mengentheoreti-
schen Operationen vertauschbar.



z.B. qilt
@) ©.@)
U AD = AN
i=1 i=1
Fir Mengen A, € A} gehért h~1(A]) zu A und da-
her auch deren Vereinigung. Wegen der Gleichung gehort
dann die Vereinigung der A’ zu A} .

Lemma 7.6.3
Ist X : Q — Q' meBbar und g : Q' — Q" meBbar (bzgl.:
A, A’ A" soist

Y =goX meBbar
Beweis: Fir B” ¢ A" ist

Y_l(B”) — X_l(g_l(B”)) c A



Lemma 7.6.4
Sind X1, ...X, reellwertige mefBbare Funktionen auf €2,
so ist durch

X(w) = (X1(w), ... Xn(w))
eine R"-wertige meBbare Funktion definiert und umge-
kehrt.

Beweis:
Fira = (a1,...,ap)und b= (bq,...,by) ist

mn
X7 1((a,0]) = N X; 1 ((as, b))
1=1
Die Umkehrung folgt aus
X ((as, b)) = X7 1(Dy)

mit D; = {(x1,...,2n);a; < x; < b;}



Satz 7.6.5
Sind Xq,...,X,,...reellwertige mef3bare Funktionen und
a1, o ... € R so sind auch die Funktionen

a1 X1+ ...anXnp
X1XoX3...Xp
sup{X;,? > 1}
inf{X;,7 > 1}
lim supX;

lim inf X;

meBbar mit Wertebereich R



Beweis:

Setzt man X = (X1,...)und g(x1,...) = > ayx; SO ist
> a; X; = go X. Aus g stetig folgt die MeR3barkeit.
Ebenso folgt die Mel3barkeit des Produkts.

supX; <z = |{X; <z}
1

infX; <z = U{Xz <z}

7

(Aus diesen zwei Gleichungen folgt die MeBbarkeit.)

Schlief3lich

lim supXi = infk(supi>kXi)



7.7 Unabhangigkeit

Satz7.7.1
(4) Sind X4, ... Xy, unabhangige Zufallsvariablen und hat
X, die Dichte f; so hat

X—(X1,...,Xn)
die Dichte f mit

flx....ozn) =] fi(z:)

(43) Hat X die Dichte f, so sind die X; unabhangig mit
Dichten f;.

Beweis (7):
Sei @Q das W-maf mit Dichte f in R™. Fira < b € R" gilt

b b,
Q((a,b]) = /all.../a f(xq,...,xn)dx1...dxy

= 11 [ fitwde; = T[ P(X; € (ai,bi)
i=1"% i=1

= Px(X € (a,b]) = Q = Px



Beweis (i1):
pX(Xe(a,b])zf / F(z1, ... zn)dzy ... dan
al an,

= fi(z;)dz;
1,

Man setzt bei beliebigen festen j fur alle i %= j

a; = —oo b; = oo. So folgt, dass PXj die Dichte f; hat.
LaBt man wieder beliebige reelle a; < b; zu, so folgt die
Unabhangigkeit.



7.8 Erwartungswerte

Satz 7.8.1
Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, deren Verteilung
P ein bis auf endlich viele Sprungstellen stetige Dichte
f hat und sei g stetig auf R. Dann existiert E[g(X )] genau
dann wenn

1= [lg(@)|f (@)dw

endlich ist und in diesem Fall ist

Blg(x)1 = [

oo

OYOLE

Beweis:
Zu jedem é > O existiert eine strikt monoton wachsende
Folge {xn,n € Z} mit

Tn — —00 fur n — —oo

Tn — 0o flir n — oo

und mit

lg(x) —g(an)| <0 fir zn <z <zpiq



Sei g5(x) = g(an) fUr zn, < x < x,4 1, dann ist

gs(x) —g(x)| <0
und

n+1

o0 x
Blgs(XO1 = Y glan) |
n=—o0 Ln
Da I endlich ist, konvergiert die Summe und unterscheidet
sich von

f(x)dz

[ 9@ f(@)da

maximal um §. Deswegen ist

[E[g(X)] — Elgs(X)]| <6



7.8.1 Beispiel

P(X=2)= 5 z=1,2
xr
X a 6
2—2:1 = CL:—2
113:1:8 703
> 61
FlX]| = ——
[X] z_:w% — o
r=1
b
P(Y=y)=—5 y==1,+2..
Yy
o b 3
y=—00,y#0 ¥ 4

E[lY|] = ElYT] - E[Y~]

Beide divergieren = E[Y'] existiert nicht.



7.8.2 Eigenschaften von Erwartungswerten

(wie schon flr den diskreten Fall im §3.2)

o fUrallea,b e R

Ela 4+ bX] = a + bE[X]

e Ob X und Y unabhangig sind oder nicht

E[X + Y] = E[X] + E[Y]

e im allgemeinen gilt

Elg(X)] # g(E[X])

e fUr X und Y unabhangig gilt
E[XY] = E[X] * E[Y]

aber sonst nicht.



