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Wahrscheinlichkeitstheorie
Ubungsblatt 8

Abgabe: Donnerstag 15. Dezember 2011, bis spitestens 12.00 Uhr; Briefkasten: WTheorie oder per email
Die Aufgaben konnen auch in 2er-Gruppen bearbeitet und abgegeben werden!

1. (a) Zeigen Sie, dass dnorm (0, 0, 1) den Wert 1/v/2 ergibt. (1P)
(b) Wie viele Personen miissen sich mindestens in einem Raum befinden, damit
P(min. 2 haben am selben Tag Geburtstag ) > 0.5? (ohne Schalttage) (1P)

(c) Sei X ~ Exp()). Leiten Sie formal die momenterzeugende Funktion Mx (t) her! (1P)
(d) Sei X ~ N(10,4). Berechnen Siein R P(X < 8), P(X > 13), P(X = 10) (1P)

2. Charakteristische Momente (5P)

(a) Sei X eine Zufallsvariable mit existierender momenterzeugender Funktion Mx (¢) und cha-
rakteristischer Funktion (x (t). Zeigen Sie:

i. Fir das k. Moment (k € Z*) gilt:
k ko (k
B(X*) = My (0) = i*¢)(0)
ii. Fiir Konstanten a,b € R gilt:

MaX+b(t) = ethX(at) = ethax(t) (1)
Caxyp(t) = € (x(at) = e (ux(t) 2)

(b) Seien X, Xo, ... u.i.v. Zufallsvariablen auf R mit charakteristischer Funktion (x und N eine
von allen X; unabhéngige Zufallsvariable auf Ny mit erzeugender Funktion fx. Zeigen Sie,
dass Y = Zfil X, die charakteristische Funktion (y(t) = fn((x(t)) hat. Geben Sie diese
insbesondere fiir N ~ Pois(\) an!

3. Charakteristische Funktionen (5P)

Seien X1, X, ... unabhdngige, auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen. Verwenden
Sie charakteristische Funktionen um folgende Aussagen zu zeigen:

(a) Die Zufallsvariable

m

Zon = —log([[(X.)?)

i=1

geniigt einer y?-Verteilung mit 2m Freiheitsgraden, d.h. ihre charakteristische Funktion ¢(Z,,)(t)

hat die Form: )
_ 2 _
CZ",, - C(Xk)(t) - (1 _ QZt)k/Q



(b) Erstellen Sie in R basierend auf Basis von Aufgabe a) eine Zufallsstichprobe aus einer y*—Verteilung
mit 6 Freiheitsgraden. Benutzen Sie, dass fiir X ~ N(0, 1) die Zufallsvariable X* = X? ~ y3,
um eine Stichprobe aus einer x?—Verteilung mit 7 Freiheitsgraden zu ziehen. Vergleichen Sie
ein Histogramm Ihrer Stichproben mit den theoretischen Dichtefunktionen.

(c) Zeigen Sie, dass die Summe unabhingiger, exponentialverteilter Zufallsvariablen Y; mit glei-
chem Erwartungswert A einer Gammaverteilung gentigt. Die charakteristische Funktion ¢ ;5
einer Gammaverteilung hat die Form:

Crpa(t) = ( ﬁ )

(d) Ziehen Sie auf Basis von Aufgabe a) Riickschliisse iiber den Zusammenhang der x2-Verteilung
und der Exponentialverteilung. Benutzen Sie dabei z.B. Aufgabe 4 auf Blatt 7.

4. Grenzwertsitze (5P)

Seien X7, X5, ... unabhéngige, identisch N(u = 3, o? = 16)-verteilte Zufallsvariablen .

(a) Veranschaulichen Sie in R die Aussage des Gesetzes der grofien Zahlen hinsichtlich der Kon-
vergenz in Verteilung. Bestédtigen Sie dazu anhand geeigneter Plots, dass die Folge der Zu-
fallsvariablen Z, = 2 > | X; in Verteilung gegen 3 konvergiert.

(b) Veranschaulichen Sie in R die Aussage des Zentralen Grentwertsatzes hinsichtlich der Konver-
genz in Verteilung. Bestdtigen Sie dazu anhand geeigneter Plots, dass die Folge der Zufallsva-
riablen SGL\/%W in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte Zufallsvariable konvergiert.

(c) Ziehen Sie in R eine Stichprobe Y des Umfangs 50 aus einer beliebigen Normalverteilung.
Vergleichen Sie die Empirische Verteilungsfunktion ecdf (Y) (x) mit der theoretischen Ver-
teilungsfunktion. Wie ist die empirische Verteilungsfunktion definiert? (Wer mochte, kann a)
und b) auch mit der ecdf zeigen)

5. Encyclopedia of Statistical Sciences (5P)

Eine vollig tiberarbeitete Ausgabe der “Encyclopedia of Statistical Sciences” wurde gesetzt. Sie hat
nun 10000 Seiten. Pro Seite sei die Anzahl der Fehler, die die Korrekturleser finden, unabhingig
Poisson-verteilt mit dem Parameter A = 0.5.

(a) Man bestimme “ndherungsweise” die Wahrscheinlichkeit dafiir, mehr als 4 500 und weniger
als 5500 Fehler zu finden, mit
i. der Tschebychew Ungleichung,
ii. dem zentralen Grenzwertsatz.
(b) In welchem Intervall liegt “ndherungsweise” mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% die An-

zahl der gefundenen Fehler, wenn Sie von einer Normalverteilung ausgehen und ein symme-
trisches Intervall um den Erwartungswert legen?



